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Introducéo

Interpolacéo é o processo de estimar valores
Intermediarios de uma funcao ou sinal discreto
amostrado em posicoes no espaco continuo.

O objetivo concreto e obter uma estimativa 6tima
para valores de uma imagem em qualquer
posicao do espaco bidimensional de imagem:

1(X,V), V(X,¥)eR?

Na pratica, a funcéo interpolada deve preservar
0 maximo de detalhes possiveis sem causar
artefatos.
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Introducéo

Interpolacao é o processo de estimar valores
Intermediarios de uma funcao ou sinal discreto
amostrado em posicoes no espaco continuo.

g(u) f(x)
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Interpolacéo por vizinhos préoximos

O método de interpolacao mais simples possivel
é 0 operado pelo arredondamento da

coordenada X pelo inteiro mais proximo U, e
usa a amostra em g(U,) como estimativa de
g(x).

g(z) 9(z)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) (b)
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Interpolacéao linear

Outro metodo de interpolacao simples € a
Interpolacao linear.

Aqui o valor estimado é a soma ponderada dos
dois pontos mais préximos g(U,) e g(u,+1),
sendo Uy=[X].

O peso de cada ponto é proporcional a
proximidade da posicao continua X.

G(X) = g(Uy) +(x—Uy) - (g Uy +1) — g(uy))
= g(u0)-(L— (X —Ugy))+ g (U +1)- (x—u,)
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Interpolacéao linear

O peso de cada ponto é proporcional a
proximidade da posicao continua X.

G(X) = g(Uy) + (X —Uy)- (g (U, +1) — g(uy))
= g(u0)-(1— (x—Uuy))+g(uUy +1)- (X —uy)

9(x)
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Interpolacéao Ideal

A principio, o problema de interpolac&o parece néao ter
uma solucao definitiva, uma vez que dois pontos

podem ser interpolado de uma infinidades de
trajetorias.

Ha uma solucéo intuitiva se pensarmos em termos de
banda de freqléncias limitada.

Nao podendo conter sinais com fregtiéncias maiores que
metade da frequéncia de amostragem.

Isto significa que o sinal reconstruido pode conter

apenas um conjunto limitado de fregtiéncias definidos
pela lei de Nyquist.
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Interpolacéao Ideal

Se considerarmos a frequéncia amostral ®, = 21 , a
maxima freqliéncia serd ®,,, = o,/ 2 =1 .

Para isolar as frequéncias devemos multiplicar o
espectro pela janela quadrada o que € o filtro ideal em
uma dimensao, cujo correspondente no espaco direto
é a funcao Sinc:

Sinc(z)
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Espaco direto
g(u)
%
Sinc(z)
AVAU ‘ U’\u"v"v
V

Interpolacéao Ideal

Espaco de Freqgliéncias

VanvanVanva

7 (w) A
L
G(w) = G(w) H;T (w)
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Interpolacéao Ideal

Calculo de valores interpolados:

g(zo) = [Sinc * ¢g] ( Z Sinc(zg — u) - g(u)

U=—00
9(xg) = E Sinc(zg — u) - g(uw mod N)
U=—00
Sinc(z—4.4) Sinc(z—5)
1 ! ;“\ It ’A‘
08 | i3 0.8 | 7%
i 1
0.6 ¢ 113 0.6 |
04| ." ' 04}
02} ’ ; "“ ’ 02} . )
9. ," N i [} ," S 4”\ T ity r" AN i \ P \\ o
0 7 ¥ T v 7 17 ~C *—a—9 «—8—o r
o 2 Lf 4 \ iﬁ N’ ® St o ,': p ;’ g 10
-0.2 \ =0 ‘
_04 L xo =4.4 —04 L Tro =5

(a) (b)
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Interpolacéao Ideal

g1(x) g2 () g3 ()

(2) (b) (c)

Se a funcéo continua possui o espaco de frequéncias adequadamente

limitado (o, = ®,/ 2), ela pode ser exatamente reconstruida com
interpolacao ideal.

Porem, uma funcéo continua com componentes de alta frequéncia, com
transicOes rapidas como a figura acima (b, c), aparecem artefatos.
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Interpolacéao Ideal

A interpolacéao ideal ndo é pratica porqué:

1. Como vimos ela imp6e artefato quando a funcdo continua ndo tem a
banda limitada adequadamente.

2. Afuncéo Sinc tem extensao infinita, e em tese, seriam necessarios
todos os pontos para o calculo do valor interpolado.

Sinc(x)
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Interpolacéo cubica

A Solucao para os problemas da interpolacao
ideal é truncar a funcao Sinc, como uma
aproximacao dela mesma, uma vez que 0s
l0bulos distantes da funcao tem influéncias
cada vez menores.

A funcao Sinc truncada pode ser aproximada por
uma funcao cubica.
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Interpolacéo cubica

A funcao Sinc truncada pode ser aproximada por uma
funcao cubica.

(—a+2)|x[P+(@a=3)- | x> +1 para0<|x|<1

{—a| x| +5a|x|* —8a|x|+4a paral<|x|<?2

0 para| x [> 2

Weub (), Sinc(x)

op 1

(2) (b)
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Interpolacéo cubica

Interpolacéo cubica variando o parametro a.

g1(x) g2 (z) g3(x)
M EEN ‘ M T
1 2 3 4 5 6 7T 88 9 10 $ 1 2 3 4 5 6 7T & 9 10 :E 1 2 3 4 S 666666 $
. (a) . (b) c)
g1(x) g () g3 ()
M M ‘ MTT a=1
1 2 3 4 5 6 T &8 9 10 ":C 1 2 3 4 5 6 7T & 9 10 a: 1 2 3 4 5 6 T B 9 10 a,:
(d) . (e) f)
g1(x) g2 () g3 (x)
a=1,75
1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 ":C 1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10 a: 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 a:'
(g) (h) (i)
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Splines

Concepcao:

* Splines sao construidas como
correspondéncias otimas entre funcoes
discretas e continuas.

4 1

0.8
3

2 ]

04 i
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Splines

Definicao: uma funcéo s(x) € uma spline polinomial
de grau n com nos ...< x,<X,,,<... Se satisfazem as
seguintes duas propriedades:

* PolinOmios por parte.
s(x) € um polindmio de grau n dentro de cada intervalo.

 Funcao e derivadas continuas.
s(x), s’(x), s’’(x), ... S&0 continuas nos nos.

Graus de liberdade por segmentos:
n+1 - n = 1

Coeficientes polinomiais restricoes grau de liberdade
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Base de funcoes

Expansao B-spline:

s(x)= D _c(K)B"(x— k)

keZ
L°(x)= (1, 1.t
1 1 1 2 3 4 g
1 =t
2 2 n 0 0 0
B ()= B (x)* B~ (x)*...x f7(X)
U e
2 2 n+l vezes
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Base de funcoes

Convolucoes

Bases de funcoes

cada vez mais

extensas

—2 —1 1 2
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Extracado dos coeficientes

s(z) = >_[ElHl|; (2 - k)
p kciZ N

Base de fungdes
Funcéo continua coeficientes Bspline 08|

(interpolada) o6l -7
04l 7

o2} iy

44 Cubic spline (n=3)

Processamento de Imagens Médicas



Extracao dos coeficientes

2 e M
\x\ +—-, 0<x|<1
3 2
S(x)=1 (2_6‘)(‘) 1<|x <2
0 2 <|X]
s(k) cp(k) cn(k) c(k)
— » — » O
| —az | - az
kmax max
Foy)= 2, ZC(k Np°(x=K)B>(y-1)
k I(mll’] m|n
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Interpolacao ermn duas dimensoes

vizinhos proximos e interpolacéao linear

(b)
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Interpolacao ermn duas dimensoes

vizinhos proximos, interpolacao bilinear e bicubica

|

|

(d)
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Transformacéo Deformavel

BSplines
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Transformacéo Deformavel

y

Po————

Transformada

‘__,__
o
FAS N
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Transformacéo Deformavel

y N

N
N3 ‘,gj

Transformacao F /.%/
NS

S
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Transformacéo Deformavel
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Transformacéo Deformavel



Imagens

Fixas

)

L

Imagens

em

Movimento

Rearnostando Imagens

(Interpoladoor)

Filtro
Resamostragem

de Imageny

Imagens
Deformadas

Transformada
BSpline
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Interpolacéo por convolucao

Em geral, podemos expressar uma interpolacao
como uma convolucao de uma dada funcao
discreta com uma funcao continua gue
representa o nucleo Oga Interpolacao.

§(%) =[W®g](x,) = D W(x0-u)-g(u)

U=—00
Wnn () Wiin ()
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Interpolacao por convolucao

vizinhos proximos e interpolacéao linear

g1(z) g2 () gs(z)

T T €T
1 2 3 4 5 4] T ) 9 10 1 2 3 4 5 4] T ) 9 10 1 2 3 4 5 6 i B 9 10
) (a) ) (b) ) (c)
gi(x) g2(x) g3(x)
/"""1
T T xT
1 2 3 4 5 4] T ) 9 10 1 2 3 4 5 4] T ) 9 10 1 2 3 4 5 6 i B 9 10

(d) (e) (f)
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Ordem Zero

BSplines

A4
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Ordem Zero

BSplines

“‘por partes”
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Convolucao

BSplines

A4
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Area sobre a
curva do produto

BSplines
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BSplines

A4
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Ordem Um

BSplines
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BSplines

Order Um “por partes”
Y=(X+1) Y=(1-X)
N /
L
I I I I I ~
I I I I I -
-2 -1 1 2
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Convolucao

BSplines

A4
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Convolucao

BSplines

A4
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Ordem Dois

BSplines
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BSplines

Ordem Dois A “por partes”

Y=(1-2Xx2)

Y=(X+3/2)2/2 /J

Y= (X—-32)%] 2

A4
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Convolucao

BSplines
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Convolucao

BSplines
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Ordem Trés

BSplines

v
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Ordem Trés

Y =(-3X3-6X2+4)/6

BSplines

“‘por partes”

Y =(3X3-6X2+4)/6

v
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BSplines

Interpolando
com
BSplines
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Interpolacédo BSplines

Ordem Zero Vizinhos mais
Proximos
|
| )
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Ordem Zero Vizinhos mais
Proximos
| | | .
| | | -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Ordem Zero Vizinhos mais
Proximos
| | | .
| | | -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Ordem Zero Vizinhos mais
Proximos
| | | .
| | | -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Primeira Interpolacao Linear
Ordem
| | | | S
1 I I I I -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Primeira Interpolacao Linear
Ordem
| / | | :
I I I -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacédo BSplines

Primeira Interpolacao Linear
Ordem
| / | \ | R
I I I -
-2 -1 0 1 2
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Primeira
Ordem

Interpolacédo BSplines

Interpolacao Linear

Processamento de Imagens Médicas 56



Segunda Ordem

N

Interpolacéo BSplines

Interpolacao
Quadratica
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Segunda Ordem

N

Interpolacédo BSplines

Interpolacao
Quadratica
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Segunda Ordem

N

Interpolacédo BSplines

Interpolacao
Quadratica
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Interpolacédo BSplines

Segunda Ordem Interpolacao
Quadratica
| | | S
I I I -
-2 -1 0 1 2
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Interpolacéo BSplines

Terceira Ordem Interpolacéo Cubica

N

v
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Interpolacéo BSplines

Terceira Ordem Interpolacéo Cubica
» A \
— i ! 1 | <
-2 -1 0 1 2
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Interpolacéo BSplines

Terceira Ordem Interpolacéo Cubica

N
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Terceira Ordem

Interpolacéo BSplines

Interpolacao Cubica
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BSplines

BSplines Cubicas
em
Duas Dimensoes
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Produto Tensor

BSplines ern 2D
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Produto Tensorial

BSplines em 2D
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BSplines e 2D

Produto Tensor Separavel
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Suporte

BSplines e 2D

NOs na Regiao
de Influéncia
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BSplines e 2D

i

Interpolacéao

s

S~

z

L L~

Grade de
Reamostragem

s ~ 7

s
~
s =~

S~

S L L L L L L
< <~ < 7 ~ ~ L L L L

70
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Interpolacéao

BSplines e 2D

AT s T 7

/ | 4
/ / // / /Grade
/ / Waad / / BSpline
A A
/ / / M A A
A T
e
i || 2 S~
A l.;i/?/ '/;SN/;"V,A’F —
A//A/f/ Rt T ;/J/ | o /,_l/|7[:/
A TR R L [t T A1~ Grade de
WA}( / //’//’ ] 4t 44 R t
— > A eamostragem
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Grade Armostral




Grade BSpline
/
X

VY NN R
ANENER L EARN
NN N N ) x
NNNN ) N ®
L.V VAN VLV N
- N Nw NN XN
B N X xR




Grade BSplines & Grade Imagem

| ol U\

J \ :
|
9
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Grade BSplines & Grade Imagem
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Grade BSplines & Grade Imagem
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Grade BSplines & Grade Imagem
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Grade BSplines & Grade Imagem
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Interpolacéo BSplines

Interpolando
Vetores
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Interpolando Vetiores
-~
Z
e ad
g
-~
-~
Vs
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Interpolando Veiores

—> >

g3

)| = :
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B

Interpolando Veiores

= —»—h#—»—»-)

vl

) -

= = P> = D
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Interpolando Veiores

¢

A

Proces

A
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Interpolando Vetiores




Alimentando a Transformacda BSpline

Y z N

Grade
Grade Grade | Grade

Dimensao N

-
Transformada
BSpline
\_

X
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Alimentando a Transformacda BSpline

Arranjo de Parametros

A 4
e

Transformada
BSpline

.

X
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Alimentando a Transformacda BSpline

X1 XoX3XqXs  YiYoVY3¥Ya¥s . £125232,. ...

A4
e

Transformada
BSpline
\_
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Alimentando a Transformacda BSpline

X1Y121 XoY2Zo X3Y3lz XaYala .. XNYNZN Entradas

Arranjo de parametros

X1 XoX3XqXs  YiYoVY3VYa¥s . £12y232, ..

1

Transformada
BSpline

.
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Interpolacao BSplines

Reamostrando Imagens

Deformacao BSpline
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Rearnostragern de irnagens

Imagens (Interpoladoor)

Fixas

/ Filtro

Imagens > Resamostragem
em de Imageny
Movimento/

Imagens
Deformadas

Transformada
BSpline
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Interpolacéo BSplines

Lena Original
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Interpolacéo BSplines

Deformado com Transformada BSpline
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Lena Deformada

Interpolacéo BSplines

Lena Original
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Co-registro de irnagens

Co-registro Imagem

Transformada BSpline
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Co-registro de irnagens

Imagem
Fixa

1

Métrica

AN

‘  Otimizador >

Interpolador

\/

Imagem

Movimento I

A 4
@sfor@H Arranjo de Parametros /
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Co-registiro ¢/ BSplines Deforrnavel

Deformada com Transformada BSpline
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Co-registiro ¢/ BSplines Deforrnavel

Co-registrada com transformada BSplines
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Co-registiro ¢/ BSplines Deforrnavel

Lena Original
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Co-registro ¢/ BSplines Deformavel

Diferenca antes do Diferenca apos o
Co-registro Co-registro
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