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Introdução
Definição: processo com reforço

Sejam

W = (Wn); n � 0 uma sequência de variáveis aleatórias, cada uma
assome valores em V (enumerável)

Fn = �(W0;W1; : : : ;Wn); n � 0 filtro gerado por W

W é um processo com reforço se as suas probabilidades de transição dependem da história do
processo via uma função de reforço g. Tipicamente, g é uma função da fração do “tempo” que
W permanece em v 2 V,

P
�

Wn+1 = v j Fn
�
=

g
�Pn

k=0 111fWk=vg
�

P
u2V g

�Pn
k=0 111fWk=ug

�
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Introdução
Exemplo: urna de Pólya

Suponhamos que uma urna apresenta inicialmente

B0 bolas brancas
A0 bolas azuis

Retiramos uma bola (ao acaso): se a bola é branca repomos b � 1 bolas brancas; caso
contrário repomos b azuis.
Seja N = B0 + A0, logo

Xn =
Bn

Bn + An
=

Bn

N + nb
:

Que ocorre com Xn quando n !1?
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Introdução
Xn é um martingal

Xn+1 é um martingal a respeito deFn. Seja

�n = 111fescolhemos uma bola branca em ng

logo

E
�

Xn+1 j Fn
�
= E

h Bn+1

N + b(n + 1)

���Fn

i
=

1
N + b(n + 1)

E
�

Bn + �n j Fn
�

=
1

N + b(n + 1)
�

Bn +
Bn

N + bn
�
= Xn:

Como jXnj � 1, utilizando o teorema básico de convergência de martingais, concluímos
que existe X (v.a.) tal que

Xn �! X q.c.
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Teorema (G. Pólya,�1930)

Xn �!D
X � Beta

�
B0=d; A0=d

�

B0 = A0 = 15, b = 2 B0 = A0 = 3, b = 8
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Introdução
Urna como um processo com reforço

Sejam para qualquer n � 1,

Wn 2 V = fB; Ag B : branca; A : azul
�n = 111fWn=Bg;

logo

P
�

Wn+1 = B j Fn
�
=

Pn
k=0 �kPn

k=0 �k +
Pn

k=0 1� �k
=

Pn
k=0 �k

n
:

Neste caso g(x) = x.
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Passeio aleatório com reforço em grafos
Pemantle 1991, [5]: “Vertex Reinforced Random Walk”

Sejam
G = (E; V), jVj = d, um grafo localmente finito, conexo, não direcionado.

v � u a relação de vizinhança emG: v � u $ fv; ug 2 E.
W = (W(n)), n � 0 uma sequência de v.as. com valores em V, e seja para v 2 V,

Xv(n) = n�1 Pn
k=1 111fW(k)=vg

A probabilidade de transição é definida por

P
�

Wn+1 = v j Fn
�
= 111fv�Wng

g(Xv(n))P
u�W(n) g(Xu(n))

g(x) = x ou g(x) = x�,� > 0, ou : : :
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Passeio aleatório com reforço em grafos

Seja
X(n) = (Xv(n) : v 2 V) fração relativa de ocupação dos vértices deG

A depender da estrutura deG, por exemplo,

Z2

: : : : : :

Z

e a depender de g, o que podemos dizer sobre X(n) quando n !1?
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Passeio aleatório com reforço em grafos
Alguns resultados: localização

Seja

G1 = grafo (aleatório) formado pelos elos deG, percorrido por W infinitas vezes

Teorema (S. Volkov (2001) [8], e (2006) [9])
SejamG = Z e g(x) = x�. Neste caso, se� > 2

P
�
G1 possui exatamente dois vértices

�
= 1:

Teorema (M. Benaim, O. Raimond e B. Schapira (2013), [3])
SejaG um grafo completo com jVj = d. Seja g(x) = x�. Se 1 < � � 2, então

P
�
G1 possui no máximo k + 1 vértices

�
> 0;

onde k � n� 1.
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Teorema (C. Cotar e D. Tacker (2017), [4])
SejaG um grafo infinito, conexo, e de grau limitado. Se g é tal queP1

x=1 x=g(x) <1; (1)

então, quase certamente, W atravessa exatamente dois vértices vizinhos para todo n
suficientemente grande,

P
�
G1 possui exatamente dois vértices

�
= 1

(1) é satisfeita se g(x) é pelo menos da ordemO(x2 log2 x).
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Passeios aleatórios com reforço interagentes

Sejam W1
n, W2

n , : : :, Wm
n , n 2 N, com valores nos vértices deG = (E; V) , tais que para cada

i 2 [m] = 1; : : : ;m, e v 2 V, Wi
0 = v, e

P
�

Wi
n+1 = v j Fn

�
= 111fv�Wi

ng
g(
P

j 6=i Xj
v(n))P

u�Wi
n

g(
P

j 6=i Xj
u(n))

onde
Xi

v(n) =
1
n
Pn

k=0 111fWi
n=vg

e

g é uma função
�

estritamente crescente: modelo cooperativo/atrator
estritamente decrescente: modelo competitivo/repulsivo

Dependendo deG e g, o que podemos dizer sobre

Xi
v(n) �! ?
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Passeios aleatórios com reforço interagentes
Exemplo: m = 2, jVj = 2

Trabalho em conjunto com F.P.A. Prado e C. Coletti (REF here).

Passeio aleatório simples emZ

Sejam �n 2 f�1; 1g, n 2 N, independentes, tais queP(�n = 1) = p = 1� P(�n = �1).
O passeio aleatório simples emZ é o processo

Sn = Sn�1 + �n = S0 +
Pn

k=1 �k; S0 = 0:

Sn é dito recorrente se para qualquer v 2 Z,

P
�
fSn = vg ocorre para uma infinidade dos índices n

�
= 1:

Se p = 1
2 , então Sn é recorrente. Caso contrário, se p 6= 1

2 , então Sn é transitório.
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Suponhamos que S1
n e S2

n , emZ, sejam reforçados a se repelirem exponencialmente
segundo um parâmetro� > 0.
Sejam � i

`(n) = 111fSi
k+1 � Si

k = �1g, � i
r(n) = 111fSi

k+1 � Si
k = 1g, e

Xi
r(n) =

1
n
Pn�1

k=0 �
i
r(k); Xi

`(n) =
1
n
Pn�1

k=0 �
i
`(k):

As probabilidades de transição são definidas por

P
�

Si
n+1 = Si

n + 1 j Fn
�
=

e��Xj
r(n)

e��Xj
r(n) + e��Xj

l(n)
= 1� P

�
Si

n+1 = Si
n � 1 j Fn

�

Neste caso estamos considerando g(x) = e��x.

Teorema (F.P.A. Prado, C. Coletti, R. Rosales, 2021, [6])
S1

n e S2
n são recorrentes se� 2 [0; 1]. S1

n e S2
n são transitórios se� 2 [2;1) e neste caso

lim
n!1

S1
n = � lim

n!1
S2

n = �1 q.c.

O caso� 2 (1; 2) é atualmente um problema em aberto.
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Esboço da demonstração
Seja X(n) =

�
X1
`(n); X1

r(n); X2
`(n); X2

r (n)
�
2 S� S, S = 1-simplice. Observamos que X(n)

é o processo constituído por dois passeios aleatórios com repulsão exponencial em um
grafoG de dois vértices.

Passo a. Xi
`(n) e Xi

r(n) são aproximações estocásticas, isto é

Xi
`(n + 1)� Xi

`(n) = 
n

�
F i
`(Xi

`(n)) + Un

�
(2)


n =
1

n + 1
;

Un = � i
`(n)� E[� i

`(n) j Fn];

F i
`(X(n)) = �Xi

`(n) +
e��Xj

`
(n)

e��Xj
r(n) + e��Xj

`
(n)
:

É conveniente pensar em F i
`, F i

r como as coordenadas do campo vetorial
F : S� S ! T(S� S)

F = (F1
`; F1

r ; F2
` ; F2

r ):
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Seja x = (x1
`; x1

r; x2
`; x2

r ) 2 S� S.

Se 
nUn ! 0, então (2) reduz a

X(n + 1)� X(n) = 
nF(X(n));

uma aproximação de Cauchy-Euler para a resolução da equação

ẋ = F(x):

É suficiente considerar a dinâmica induzida em [0; 1]2 � R2, pelas coordenadas

x = (x1
r; x2

r ); F = (F1
r ; F2

r ):

Neste caso, como divF(x) < 0, utilizando os argumentos em Benaïm e Hirsh 1997, [2],
concluímos que

L(fX(n)g) = E(F) q.c.

ondeL(fX(n)g) é o conjunto dos pontos de acumulação de X(n) = (X1
r(n); X2

r (n)).
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Passo b. Estudamos o conjunto E(F).

Se� 2 [0; 2], então
�

1
2 ;

1
2

�
é o único elemento de E(F).

Se� 2 (2;1), então

E(F) =
��

1
2 ;

1
2

�
; (a; 1� a); (1� a; a)

	
; a 2

�
0; 1

2

�
:

todos os elementos de E(F) são hiperbólicos. Em particular,�
1
2 ;

1
2

�
é estável se� 2 [0; 2] e instável se� 2 (2;1)

(a; 1� a); (1� a; a) são estáveis se� 2 (2;1)
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Utilizando argumentos desenvolvidos por Pemantle 1990, é possível mostrar que X(n) não
converge a os equilíbrios instáveis de F, portanto

X(n) �!
q.c.

�
1
2 ;

1
2

�
quando� 2 [0; 2]

X(n) �!
q.c.

(a; 1� a) ou (1� a; a) quando� 2 (2;1):
(3)

Consideramos o deslocamento relativo de Si
n,

Si
n � Si

0

n
= 2Xi

r(n)� 1:

De (3), quando� > 2, obtemos

Si
n �!

q.c.
+1 ou �1:

Isto conclui a prova sobre a transitoriedade.
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Passo c. Para mostrarmos

P
�
fSi

n = vg ocorre para uma infinidade dos índices n
�
= 1;

é suficiente considerar v = 0, a origem deZ.

Seja i = 1. Utilizamos as seguintes desigualdades,

P
�

lim sup
n

fS1
n = 0g

�
� P

�
lim sup

n

S1
n

�n
= +1; lim inf

n

S1
n

�n
= �1

�

= lim
c!1

P
�

lim sup
n

S1
n

�n
� c; lim inf

n

S1
n

�n
� �c

� (4)

onde�n = Var(Zn)
1=2,

Zn+1 = Z0 +
Pn

k=1 Yk; Z0 2 Z

Yn é uma sequência de v.as. independentes tais que para b > 0,

P(Yn+1 = 1) = pn = 1� P(Yn+1 = �1); pn =
1
2 �min

�
1
2 ;

bp
n

	
: (5)

A recorrência de S1
n é mostrada se o limite da ultima expressão em (4) é 1.
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Considerando um acoplamento entre Sn e Zn obtemos

P
�

lim sup
n

S1
n

�n
� c

�
� P

�
lim sup

n

Zn

�n
� c

�

Utilizando a Lei 0-1 de Kolmogorov e o Teorema Central do Limite obtemos

P
�

lim sup
n

Zn

�n
� c

�
= 1

sempre e quando
` = lim

n!1
E[Zn]=�n <1:

A existência do acoplamento e a finitude de ` depende críticamente da velocidade com a
qual X1

r(n) converge a 1
2 , o qual por sua vez determina a velocidade da ordem n�1=2, com a

qual pn converge a 1
2 em (5).

Utilizando técnicas de shadowing, especificas para processos de aproximação estocásticas
desenvolvidas por Benaïm, 1999, [1], é possível mostrar que��X1

r(n)� 1
2

�� = O
�

n�1=2
�

q.c. quando� 2 [0; 1]:

Isto ultimo fornece exatamente a velocidade apropriada.
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O resultado descrito é um exemplo de um programa mas amplo, direcionado ao estudo de
passeios com reforço e urnas interagentes em grafos.

Teorema (R. Rosales, F.P.A. Prado, B. Pires, 2022, [7])
SejaG = (E; V), jVj = d, um grafo completo, e W(n) = (W1(n); : : : ;Wm(n)) passeios
aleatórios com função de reforço g(x) = e�x,� 2 R. Seja E e(F) o conjunto dos equilíbrios
estáveis do campo vetorial F induzido por g. Se E e(F) esta constituído por pontos isolados, entãoP

x2E e(F) P
�

X(n)! x
�
= 1:

A demonstração esta baseada na existência de uma função de Lyapunov estrita para o
campo F.

F. Prado e eu temos conseguido estudar diversos grafosG (ciclos, estrelas, grafos
completos), quando cada passeio Wi(n), i = 1; : : : ;m, esta restrito a um sub-grafo
completo deG, e g é da forma

g1(x) = x1(m�
P

k6=1 xk)�:

As nossas técnicas estão restritas a grafos completos. Uma questão interessante seria a
extenção a grafos não completos.
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O resultado descrito é um exemplo de um programa mas amplo, direcionado ao estudo de
passeios com reforço e urnas interagentes em grafos.

Teorema (R. Rosales, F.P.A. Prado, B. Pires, 2022, [7])
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estáveis do campo vetorial F induzido por g. Se E e(F) esta constituído por pontos isolados, entãoP

x2E e(F) P
�

X(n)! x
�
= 1:
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Paulo Rodrigues tem conseguido caracterizar a convergência de um modelos de urnas com
duas cores interagentes de acordo a geometria definida porG. Em particular, quandoG é o
grafo completo de 3 vértices e quandoG é uma estrela de 3 vértices.
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