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Introducao

Definicdo: processo com reforco

Sejam

uma sequéncia de variaveis aleatérias, cada uma

W= (W,),n>0 .
(Wa),n > assome valores em V (enumeravel)

S =0(Wo,Ws,...,W,),n >0 filtrogerado por W

W é um processo com reforgo se as suas probabilidades de transicdo dependem da histéria do
processo via uma funcio de reforgo g. Tipicamente, g é uma funcao da fragdo do “tempo” que
W permaneceemv € V,

g( 22:01{%:"})
Zuevg( E::o 1{Wk:“})

P(Wn+1 =V | Sn) =
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Introducao

Exemplo: urna de Pélya

Suponhamos que uma urna apresenta inicialmente

Bo bolas brancas

Ao bolas azuis

Retiramos uma bola (ao acaso): se a bola é branca repomos b > 1 bolas brancas; caso
contrario repomos b azuis.

SejaN = By + Ao, logo
B, By

Xg= —b = "
" B,+A, N-+nb

Que ocorre com X, quando n — oo?
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Introducao

Xy, € um martingal

Xn+1 € um martingal a respeito de §,. Seja
& = 1{escolhemos uma bola brancaem n}

logo

E[Xu | &) = B+ & | 3]

n+1 _ 1
[N+b (n+1) ‘S] - N+b(n+1)E[
1
- N—|—b(n+‘|)( "+N+b )=

Xin.

Como |X,| < 1, utilizando o teorema bésico de convergéncia de martingais, concluimos
que existe X (v.a.) tal que
Xy — X q.c

5/24



Teorema (G. Pélya, ~1930)

Xn - X~ Beta(Bo/d,Ao/d)
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Teorema (G. Pélya, ~1930)

Xo —> X ~ Beta(Bo/d, Ao/d)
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Introducao

Urna como um processo com I’EfOI’gO

Sejam para qualquern > 1,
W, € V= {B,A} B : branca, A : azul
& = 1w, =6},

logo

— Z::o €k _ Z::o &
EZ:O € + 22:01 — &k n '

]P(Wn+1 =B ‘ %’n)

Neste casog(x) = x.
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Passeio aleatério com reforco em grafos
Pemantle 1991, [5]: “Vertex Reinforced Random Walk”

Sejam

e G = (E,V),|V| = d, um grafo localmente finito, conexo, ndo direcionado.
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Passeio aleatério com reforco em grafos
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Passeio aleatério com reforco em grafos
Pemantle 1991, [5]: “Vertex Reinforced Random Walk”

Sejam
e G = (E,V),|V| = d, um grafo localmente finito, conexo, ndo direcionado.
@ v ~ uarelagdodevizinhancaemG:v ~ u <> {v,u} € E.

o W = (W(n)),n > 0umasequéncia de v.as. com valoresem V, e sejaparav € V,

Xo(n) =" 300 Tawi—n

@ Aprobabilidade de transi¢do é definida por

B(Wo = v | 5.) o))

9(x) = xoug(x) =x* a >0,ou...

:1 Wt S 7w 7y
o S vty 80X ()
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Passeio aleatério com reforco em grafos

Seja
X(n) = (Xo(n) : v € V) fragio relativa de ocupacio dos vértices de G

A depender da estrutura de G, por exemplo,

e adependerdeg, o que podemos dizer sobre X(n) quandon — oo?
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Passeio aleatério com reforco em grafos

Alguns resultados: localizagao
Seja

Goo = grafo (aleatério) formado pelos elos de G, percorrido por W infinitas vezes
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Passeio aleatério com reforco em grafos
Alguns resultados: localizagao

Seja

Goo = grafo (aleatério) formado pelos elos de G, percorrido por W infinitas vezes

Teorema (S. Volkov (2001) [8], e (2006) [9])
Sejam G = 7 eg(x) = x*. Neste caso, secx > 2

P (goo possui exatamente dois vértices) =1
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Passeio aleatério com reforco em grafos
Alguns resultados: localizagao

Seja

Goo = grafo (aleatério) formado pelos elos de G, percorrido por W infinitas vezes

Teorema (S. Volkov (2001) [8], e (2006) [9])
Sejam G = 7 eg(x) = x*. Neste caso, secx > 2

P (goo possui exatamente dois vértices) =1.

Teorema (M. Benaim, O. Raimond e B. Schapira (2013), [3])
Seja G um grafo completo com |V| = d. Sejag(x) = x*. Se1 < a < 2, entdo

IF’(QOO possui no maximo k + 1 vértices) >0,

ondek < n—1.
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Teorema (C. Cotar e D. Tacker (2017), [4])

Seja G um grafo infinito, conexo, e de grau limitado. Se g é tal que

s X/9(x) < 00,

entdo, quase certamente, W atravessa exatamente dois vértices vizinhos para todo n
suficientemente grande,

P(Qoo possui exatamente dois vértices) =1

M

(1) é satisfeita se g(x) é pelo menos da ordem O(x* log® x).
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Passeios aleatérios com reforco interagentes

Sejam W, W2, ..., W', n € N, com valores nos vérticesde G = (E, V), tais que para cada
ie[m=1,...,meveV,W,=ve

,, 9(3,, %(n))
P(Wpi1 = v Fn) =gy z ;
ZMNW; Z(E#; X“(”))
onde :
Xy(n) = . S PV
e

, B estritamente crescente: modelo cooperativo/atrator
g éuma funcio . o )
estritamente decrescente: modelo competitivo/repulsivo

Dependendo de G e g, o que podemos dizer sobre

X,(n) —7?
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Passeios aleatdrios com reforco interagentes
Exemplo:m = 2,|V| = 2

Trabalho em conjunto com F.PA. Prado e C. Coletti (REF here).

Passeio aleatério simplesem Z

Sejam &, € {—1,1},n € N, independentes, taisque P(§, =1) = p=1—P(& = —1).
O passeio aleatério simples em Z é o processo

So=Si1+& =S+, &  So=0.
S, é dito recorrente se para qualquerv € Z,
IP’({SH = v} ocorre para uma infinidade dos indices n) =1

Sep = 15 entdo S, é recorrente. Caso contrario, se p # 15 entdo S, é transitorio.
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Suponhamos que S}, e S2, em Z, sejam reforcados a se repelirem exponencialmente
segundo um parametroa > 0. _ _ _
Sejam &y (n) = 1{S, — S, = —1}1,&(n) =1{S,, — S, =1}
i 1 n—1 xj i 1 n—1 xj
Xr(”) = E k=0 gr(k)r Xl(”) = H k=0 El(k)
As probabilidades de transicio sdo definidas por

A

i _ _ 1 i _
P(Sn+1 =S 3”) a e—oX(n) e*“X)}(") =1 P(S"“ =51 S")

Neste caso estamos considerando g(x) = e~ **.
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Suponhamos que S}, e S2, em Z, sejam reforcados a se repelirem exponencialmente
segundo um parametroa > 0. _ _ _
Sejam &y (n) = 1{S, — S, = —1}1,&(n) =1{S,, — S, =1}
i 1 n—1 xj i 1 n—1 xj
Xr(”) = ; k=0 gr(k)i Xl(”) = E k=0 gl(k)
As probabilidades de transicio sdo definidas por

i i eiaxi(”) i i
P(Syi =S +1|8) =——"—=1—-P(S5,1, =S5, — 1| 5»
( n+1 n | S ) efaX’,(n) N e*“‘X}:(”) ( n+1 n | 13: )

Neste caso estamos considerando g(x) = e~ **.

Teorema (FPA. Prado, C. Coletti, R. Rosales, 2021, [6])

Sy e Sk sio recorrentesse o € [0,1]. Sy, e Sk sdio transitérios se o € [2, 00) e neste caso

lim S, = — lim S = +o00 q.c

n—oo n— oo

Ocaso o € (1,2) é atualmente um problema em aberto.
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Esboco da demonstracao

SejaX(n) = (Xy(n), X}(n), Xg(n), X;(n)) € S x S, S=1-simplice. Observamos que X(n)
é o processo constituido por dois passeios aleatérios com repulsio exponencial em um
grafo G de dois vértices.
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Esboco da demonstracao

SejaX(n) = (Xy(n), X}(n), Xg(n), X;(n)) € S x S, S=1-simplice. Observamos que X(n)
é o processo constituido por dois passeios aleatérios com repulsio exponencial em um
grafo G de dois vértices.

Passoa. Xj(n) e X, (n) sdo aproximacoes estocdsticas, isto &

Xaln 1) = Xe(m) = 3, (FeXe(m) + Uy ) @
1
Tn = ”+1)

Un = &(n) — El&(n) | ),
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Esboco da demonstracao

SejaX(n) = (Xy(n), X}(n), Xg(n), X;(n)) € S x S, S=1-simplice. Observamos que X(n)
é o processo constituido por dois passeios aleatérios com repulsio exponencial em um

grafo G de dois vértices.

Passoa. Xj(n) e X, (n) sdo aproximacdes estocésticas, isto é
Xp(n+1) = Xg(n) = (Fg(x;(n)) + un)

1

’)’n:m,

Un = &(n) — El&(n) | ),

efaXIZ(w)

Fe(X(n)) = —Xg(n) +

efaX]y(n) + e—O‘X}‘[(")

E conveniente pensar em F}, F! como as coordenadas do campo vetorial
F:SxS—T(SxYS)
F=(Fo, B, F2, FF).
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Sejax = (X}, X}, X5, X2) € S X S.

Sev,U, — 0, entdo (2) reduza
X(n+1) = X(n) = 1F(X(n)),
uma aproximacao de Cauchy-Euler para a resolugao da equagao
X = F(x).
E suficiente considerar a dindmica induzida em [0, 1]* C R?, pelas coordenadas
x=(x.x),  F=(F,F).
Neste caso, como divF(x) < 0, utilizando os argumentos em Benaim e Hirsh 1997, [2],

concluimos que
L({X(m}) =E(F)  ac
onde £({X(n)}) é o conjunto dos pontos de acumulagio de X(n) = (X}(n), XZ(n)).
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Passo b. Estudamos o conjunto E(F).

e Sea € [0,2],entdo (1, 1) éo tnico elemento de E(F).

@ Sea € (2,00),entdo
E(F):{(%,%), (ay‘l*a): (17‘17“)}1 ac [Or %)
@ todos os elementos de E(F) sdo hiperbdlicos. Em particular,
(1,3) éestavel se B € [0, 2] einstavel se B € (2, 0)

(a,1—a), (1 —a,a) sdo estaveis se § € (2, 00)
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Utilizando argumentos desenvolvidos por Pemantle 1990, é possivel mostrar que X(n) ndo
converge a os equilibrios instaveis de F, portanto
X(n) — (%, 15) quando & € [0, 2]
q.c

3
X(n) — (a,1—a)ou(1 —a,a) quandoa € (2, 0). ®
qc

Consideramos o deslocamento relativo de S;,,

s — s
n

= 2X)(n) — 1.
De (3), quando @ > 2, obtemos

S, — +00 ou — 0.
qc

Isto conclui a prova sobre a transitoriedade.
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Passo c. Para mostrarmos
IP’({S; = v} ocorre para uma infinidade dos indices n) =1,

é suficiente considerarv = 0, aorigem de Z.

Sejai = 1. Utilizamos as seguintes desigualdades,

S S
IP’( lim sup{S, = O}) > ]P’(Iim sup =~ = +o00, liminf = = oo)
n n Oy n Oy

1 1 (4)
S S
= lim P(Iimsup” >, liminf £ < —c)
c—00 n Oy n On
onde g, = Var(z,)"?,
Znn = 2o + 22:1 Yies Zo €L
Y, € uma sequéncia de v.as. independentes tais que parab > 0,
P(YWH :1):pn:1_]P(Yn+1 :—1), pn:%—min{%,% . (5)

Arecorréncia de S}, é mostrada se o limite da ultima expressdo em (4) é1.

19/24



Considerando um acoplamento entre S, e Z, obtemos

. Sh . Z,
P( limsup = >c¢ | > P| limsup — >¢
n On n On

Utilizando a Lei 0-1 de Kolmogorov e o Teorema Central do Limite obtemos

V4
P(Iimsup" 26) =1
n U”

£ = lim E[Z]/on < 0.
n— 00

sempre e quando

A existéncia do acoplamento e a finitude de £ depende criticamente da velocidade com a

qual X} (n) converge a 1, 0 qual por sua vez determina a velocidade da ordem n/2 coma
1

qual p, convergea ; em (5).

Utilizando técnicas de shadowing, especificas para processos de aproximagao estocasticas
desenvolvidas por Benaim, 1999, [1], é possivel mostrar que

|X1,(n) - %| =0(n?) qc  quandoa € [0,1].

Isto ultimo fornece exatamente a velocidade apropriada.
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O resultado descrito é um exemplo de um programa mas amplo, direcionado ao estudo de
passeios com reforgo e urnas interagentes em grafos.
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O resultado descrito é um exemplo de um programa mas amplo, direcionado ao estudo de
passeios com reforgo e urnas interagentes em grafos.

Teorema (R. Rosales, FPA. Prado, B. Pires, 2022, [7])

SejaG = (E, V), |V| = d, umgrafocompleto,e W(n) = (W'(n), ..., W"(n)) passeios
aleatérios com fungio de reforco g(x) = e**, @ € R. Seja E.(F) o conjunto dos equilibrios
estaveis do campo vetorial F induzido por g. Se E . (F) esta constituido por pontos isolados, entio

ZXEEE(F) P(X(”) - X) =1

A demonstracdo esta baseada na existéncia de uma funcao de Lyapunov estrita para o
campo F.
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O resultado descrito é um exemplo de um programa mas amplo, direcionado ao estudo de
passeios com reforgo e urnas interagentes em grafos.

Teorema (R. Rosales, FPA. Prado, B. Pires, 2022, [7])

SejaG = (E, V), |V| = d, umgrafo completo,e W(n) = (W'(n), ..., W"(n)) passeios
aleatérios com fungio de reforco g(x) = e**, @ € R. Seja E.(F) o conjunto dos equilibrios
estaveis do campo vetorial F induzido por g. Se E . (F) esta constituido por pontos isolados, entio

ZXEEE(F) P(X(”) - X) =1

A demonstracdo esta baseada na existéncia de uma funcao de Lyapunov estrita para o
campo F.

F. Prado e eu temos conseguido estudar diversos grafos G (ciclos, estrelas, grafos
completos), quando cada passeio W'(n),i =1, ..., m, esta restrito a um sub-grafo
completode G, e g é da forma

g0 =K (m— 0, )",

As nossas técnicas estio restritas a grafos completos. Uma questio interessante seria a
extencdo a grafos nao completos.
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Paulo Rodrigues tem conseguido caracterizar a convergéncia de um modelos de urnas com
duas cores interagentes de acordo a geometria definida por G. Em particular, quando G é o
grafo completo de 3 vértices e quando G é uma estrela de 3 vértices.
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