Disciplina: Fungoes de uma Variavel Complexa e EDP’s

Prof.: Tiago H. Picon

Lista 4

1 Assunto: logaritmos

Exercicio 1.1 Mostre que:

.
—1

(a) Log(—ei) =1 — gz (b) Log(1 — i) = %mz— T

Exercicio 1.2 Seja n € Z, mostre que:

1 1
(a) loge = 142nmi; (b) logi = <2n+2> 5 (c)log (—1 +/3i) = In 242 <n+3) 7.
Exercicio 1.3 Mostre que:

(a) Log(1+14)* = 2Log(1 +1); (b) Log(—1 +i)? # 2Log(—1 + ).

Exercicio 1.4 Mostre que:

9
(a) log (i) = 2log i, quando logz = Inr + i <r > 0, £< 6 < I),
11
(b) log (i?) # 2logi, quando logz = Inr + if <r > 0, ?1771' <0< 47r>

Exercicio 1.5 Mostre que:

1. O conjunto de valores de log (i

1
2

1
) é (n+ 4) mi, n € Z. Veja agora que o mesmo é
vdlido para %logz’.
2. O conjunto de valores de log (i%) ndo ¢ igual ao do 2logi.

T
Exercicio 1.6 Encontre todas as raizes da equagao logz = 15 Resp.: z =1.

Exercicio 1.7 Mostre que a fungdo In (2% + y?) € harmonica em C — {0}.

1
Exercicio 1.8 Mostre que Rellog(z —1)] = 3 In[(z — 12) + 4?], z # 1. Por que essa fungdo

satisfaz a equagao de Laplace quando z # 17
Exercicio 1.9 Mostre que se Re(z1), Re(z2) > 0, entdo Log(z122) = Log(z1) + Log(z2).

Exercicio 1.10 Mostre que se z1,z9 # 0, entdo Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2N,

onde N pode assumir um dos valores 0,£1. Compare com o exercicio anterior.



z
Exercicio 1.11 Mostre que a expressdo log (1> = logz; — logzy pode nao ser wvdlida
Z2

quando log € substituido por Log.

Exercicio 1.12 Seja n € Z, mostre que:
(a) (1+i)t = e(=FT2nm) (3 1n2). (b) (—1)7 = e@n+D)i

Exercicio 1.13 Encontre o valor principal.

37i

() i () [5(-1-V3i) (c)(1— i)
Resp.: (a) e 5; (b) —e2™ ; (c) e™[cos (2In2) + isin (21n 2)].
Exercicio 1.14 Mostre que (—1 + \/32)% = +2/2.

Exercicio 1.15 Mostre que se z # 0 e a € R, entio |2%| = e(*"2) = |2]2, onde o valor

principal de |2*| € tomado.

Exercicio 1.16 Fize ¢ = a + bi um ndmero complezo, no qual ¢ ¢ Z. Note que i possui
multiplos valores. Qual restri¢ao deve ter a constante ¢ para que |i°| assuma sempre o mesmo

valor? Resp.: ¢ deve ser real.

Exercicio 1.17 Assuma que f'(z) exista e encontre uma férmula para a derivada de ¢f(*)

no qual ¢ € C.

2 Assunto: integracao

Exercicio 2.1 Cualcule as integrais abaizo:

(a) /12 <1i>2dt; (b)/og e?tat; (c) /Oooeztdt, Re(z) > 0.

Resp.: (a) —1 —iln4; (b) ¥ + %; () L.

. _ 2m 0 —ind 0, m # n,
Exercicio 2.2 Seja m,n € Z. Mostre que / e™eTYdl =
0

2w, m =n.
Exercicio 2.3 Seja w(t) = u(t) + iv(t) uma fungdo a valores complexos continua definida

em —a <t<a.

a

(i) Suponha w(t) par, isto é w(—t) = w(t), Vt € [—a,a]. Mostre que / w(t)dt =

2 / w(t)dt
0

(i) Suponha w(t) fmpar, isto € w(—t) = —w(t), ¥V t € [—a,a]. Mostre que / w(t)dt = 0.

—a



Exercicio 2.4 Mostre que para todo = € [—1,1], as fungdes

1 ™
Pn(ﬂC):*/O (x +iV1—a2cosf)"df, n=0,1, 2, ---

s

satisfazem a inequagao | P, (z)| < 1.

2
Exercicio 2.5 C’alcule/ i dz quando C' for:

e} z

(a) C={2z€C:2=2e"0<0<7};
(b)) C={z€C:2=2e" 7 <0<2n};
(c) C={2z€C:2=2¢"% 0<0<2r}.
Resp.: (a) —4+2ri; (b) 4+ 2mi; (c) 4ri.

Exercicio 2.6 Calcule / (z — 1)dz, onde C é um arco de z =0 a z =2 tal que:
c

1. C={2€C:z=1+¢" 7 <0< 2r};
2. C € o segmento 0 < x < 2 no eizo real.
Resp.: (1) 0; (2) 0.

Exercicio 2.7 Calcule / (me™)dz, onde C € a fronteira de um quadrado com vértices nos
c
pontos 0, 1, 1+1i, i e orientado no sentido anti-hordrio. Resp.: 4(e™ —1).

1, y <0,
Exercicio 2.8 Calcule / f(2)dz, onde f(z) = Y eC éoarcodez=—-1—1i
c

4y, y >0,
az=1+1 sobre a curvay = x>. Resp.: 2+ 3i.

Exercicio 2.9 Cualcule / 1ldz, onde C' € um contorno arbitrdrio de z1 a zo. Resp.: zo—zy.
C
Exercicio 2.10 Considere C = {2 € C: z=Re?, 0<0 <21} eCo={2€C: z=
20+ Re?, 0 < 0 < 2r1}. Mostre que / f(z)dz = f(z —20)dz, onde f(z) é continua por
C

Co
partes em C.

Exercicio 2.11 Seja Cyp = {2 € C: z =z, + Re?, -7 <0 < 7}. Mostre que:

(a) = 27i;

(b) (z—20)"'dz=0,n==+1, +2---
Co

Boa Sorte!



