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Caṕıtulo 1

Distribuições

1.1 Preliminares

1.1.1 Notações

Abaixo descreveremos notações e resultados importante oriundos de Teoria
da Medida e Integração, Análise em Rn e Cálculo Avançado, cujas bibliogra-
fias estão devidamente citadas ao final deste trabalho.

Considere Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto de Rn. Seja A ⊂ Rn, deno-
tamos seu fecho por Ā. Seja v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Rn, utilizaremos |v| para
denotar a norma do vetor v, que poderá ser

‖α‖1 =

(
n∑
j=1

α2
j

) 1
2

, ‖α‖2 =
n∑
j=1

|αj|, ‖α‖3 = max
1≤j≤n

|αj|.

Como as três normas são equivalentes em Rn em cada ocasião necessária será
destacada qual norma será utilizada. Sejam c ∈ Rn e r > 0, representamos
de centro c e raio r a bola aberta, fechada e a esfera, respectivamente, do
seguinte modo: B(c, r) = {x ∈ Rn; |x− c| < r}, B[c, r] = {x ∈ Rn; |x− c| ≤
r} e S(c, r) = {x ∈ Rn; |x − c| = r}. Seja α ∈ Zn+ então α representa a
n-upla de inteiros positivos, ou seja α = (α1, α2, ..., αn), com αj ∈ Z+. Seja
φ : Ω ⊂ Rn → C diferenciável, temos que

∂αφ(x) = ∂α1
x1
∂α2
x2
...∂αnxn φ(x).

A notação β ≤ α equivale a βj ≤ αj, para todo j = 1, 2, ..., n, bem como

αβ = αβ1

1 α
β2

2 ...α
βn
n . Além disso(
α

β

)
=

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
...

(
αn
βn

)
, sempre que β ≤ α.
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Denotamos por m a chamada medida de Lebesgue, cujo domı́nio de m é
chamado classe dos conjuntos Lebesgue mensuráveis, e é denotado por L. Se-
jam (X,M) um espaço mensurável, E ⊂ X, definimos a função caracteŕıstica
XE de E por:

XE(x) =

{
1, x ∈ E;
0, x /∈ E.

(Espaço Lp(X) - Caṕıtulo 6 [3].) Seja (X,M,m) um espaço de medida. Se
f é uma função mensurável em X e 0 < p <∞, então definimos

‖f‖Lp
.
=

[∫
|f |p dµ

]1/p

.

Além disso, definimos o espaço Lp(X) como

Lp(X)
.
= {f : X → C, f é mensurável e ‖f‖Lp <∞}.

Por fim, utilizamos ‖·‖Lp como a norma do espaço Lp(X).(Desigualdade de
Minkowski - Caṕıtulo 6 [3].) Se 1 ≤ p <∞ e f, g ∈ Lp, então

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

(Espaço L∞(X) - Caṕıtulo 6 [3].) Seja f mensurável em X. Definimos

‖f‖L∞(X)

.
= inf{a ≥ 0;µ({x; |f(x)| > a}) = 0},

com a convenção de que inf ∅ =∞. Além disso, definimos o espaço L∞(X)
como

L∞(X)
.
= {f : X → C, f é mensurável e ‖f‖L∞ <∞}.

Por fim, ‖·‖L∞ é uma norma do espaço L∞(X), mas para µ = m em Rn e f
cont́ınua em Rn, temos que

‖f‖L∞ = ‖f‖sup

.
= sup

x∈Rn
|f(x)|.

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass). Seja K ⊂ Rn um conjunto com-
pacto. Se f : K 7→ C é uma função cont́ınua, então existem x0, x1 ∈ K tais
que f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) para todo x ∈ K.

Demonstração. A demonstração se encontra na referência [2], pelo Teorema
17 e Corolário 3.
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Em outras palavras toda função cont́ınua em conjunto compacto K atinge
seus valores mı́nimo e máximo em pontos deK e portanto é limitada. Por fim,
sejam f : Rn 7→ R e g : Rn 7→ Rn funções diferenciáveis, então definimos o

vetor gradiente da função f como 5f(x) =

(
∂f

∂x1

(x),
∂f

∂x2

(x), ...,
∂f

∂xn
(x)

)
, a

derivada direcional da função f em relação ao vetor v como o produto interno
∂f

∂v
(x) = 5f(x).v(x) e o divergente da função g como divg(x) =

n∑
i=1

∂gi
∂xi

(x),

no qual gi são as funções coordenadas de g.

1.1.2 Funções testes

Definição 1.1. Seja f : Ω ⊆ Rn → C, definimos o suporte de f por

supp f
.
= {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Note que se uma função f se anula fora de um subconjunto limitado de Ω,
então supp f é um conjunto compacto.

Exemplo 1.1. Seja f : R 7→ R dada por f(x) = sen(x). Lembre-se que
f(x) = 0 para todo x = kπ, com k ∈ Z. Por outro lado, temos que

supp f = {x ∈ R; f(x) 6= 0} = {x ∈ R;x 6= kπ, com k ∈ Z}
= R− {kπ, com k ∈ Z} = R.

Exemplo 1.2. Seja g : R2 7→ R dada por

g(x, y) =

{
−x2 − y2 + 4, B[0, 2]
0, B[0, 2]c.

Observe o gráfico da g
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graf.png

Calculemos seu suporte.

supp g = {(x, y) ∈ R2; g(x, y) 6= 0} = B(0, 2) = B[0, 2].

Definição 1.2. Definimos o conjunto das funções testes por

C∞c (Ω) = {f ∈ C∞(Ω); supp f é compacto em Ω ⊆ Rn}.

O conjunto também pode ser denotado por D(Ω).
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Exemplo 1.3. Seja f : (0, 10) × (0, 10) 7→ R definida por f(x, y) = x + y.
Então f ∈ C∞c ((0, 10)× (0, 10)).

De fato, observe que f é de classe C∞. Ao calcularmos o suporte pela
definição teŕıamos

supp f = {(x, y) ∈ (0, 10)× (0, 10); f(x, y) 6= 0} = (0, 10)× (0, 10) = [0, 10]×[0, 10].

Porém nosso espaço é (0, 10) × (0, 10), sendo assim o conjunto supp f é um
subconjunto de (0, 10) × (0, 10), ou ainda estamos procurando um fechado
relativo no espaço dado. Logo, como supp f = (0, 10) × (0, 10) é compacto
então f ∈ C∞c ((0, 10)× (0, 10)).

Exemplo 1.4. Inspirado na função g apresentada no Exemplo 1.2, defina
g1 : R 7→ R como

g1(x) =

{
−x2 + 4, −2 ≤ x ≤ 2
0, caso contrário.

Assim, g1 pertence possui suporte compacto, mas não é de classe C∞.

De fato, primeiramente note que supp g1 = [−2, 2] é um conjunto fechado
e limitado e portanto compacto. Mostremos agora que g1 é cont́ınua, mas sua
primeira derivada não está definida em todo domı́nio, para isso calculemos os
limites laterais em seus posśıveis pontos de descontinuidade: x = 2 e x = −2,
visto que g1|(−2,2)

e g1|(−2,2)c
são funções de classe C∞.

lim
x→2+

g1(x) = lim
x→2+

0 = 0 e lim
x→2−

g1(x) = lim
x→2−

−x2 + 4 = 0.

lim
x→−2+

g1(x) = lim
x→−2+

0 = 0 e lim
x→−2−

g1(x) = lim
x→−2−

−x2 + 4 = 0.

Logo, g1 é cont́ınua em todo seu domı́nio. Vamos agora verificar se a
derivada está bem definida em x = 2.

lim
h→0+

g1(2 + h)− g1(2)

h
= lim

h→0+

0− 0

h
= lim

h→0+
0 = 0.

Por outro lado

lim
h→0−

g1(2 + h)− g1(2)

h
= lim

h→0−

−(2 + h)2 + 4− 0

h
= lim

h→0−

−4h− h2

h
= lim

h→0−
−4−h = −4.

De maneira análoga, g′1 também não está bem definida em x = −2 e
portanto nossa g1 /∈ C∞c (R).
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Exemplo 1.5. Vejamos agora um exemplo de função de classe C∞(R),
porém com suporte não limitado. Considere assim a função f : R → R
dada por

f(t) =

{
e−1/t, se t > 0,
0, se t ≤ 0.

Afirmamos que f ∈ C∞(R), isto é, f é de classe C∞ em R. De fato,
para t > 0, f é dada por composição de funções cont́ınuas: g(t) = −t−1 e
h(u) = eu. Mais ainda, f é cont́ınua na origem pois

lim
t→0

f(t) = lim
t→0

1

e1/t
= 0 = f(0).

Note também que f é derivável na origem, pois

lim
t→0−

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0−
0 = 0 e lim

t→0+

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0+

e−1/t

t
= 0.

Logo, f é derivável em R e

f ′(t) =

 e−1/t

t2
, se t > 0,

0, se t ≤ 0.

Analogamente, obtemos que f possui derivada de qualquer ordem, uma

vez que lim
t→0+

e−1/t

tj
= 0 para todo j ∈ N. Logo f ∈ C∞(R). Por outro

lado, como observado em seu gráfico, f não possui suporte compacto pois
limt→+∞ f(t) = 1 e assim nosso suporte não é limitado.

Exemplo 1.6. Considere a função α : Rn → R dada por α(x) = 1− ‖x‖2 =
1− (x2

1 + · · ·+x2
n), no qual x = (x1, . . . , xn). Como esta função é polinomial,

então α ∈ C∞(Rn). Para f definida como no exemplo anterior, estudemos a
composição φ(x) = (f ◦ α)(x), dada por

φ(x) =

{
e−1/(1−‖x‖2), se 1− ‖x‖2 > 0,

0, se 1− ‖x‖2 ≤ 0,

=

{
e−1/(1−‖x‖2), se ‖x‖ < 1,
0, se ‖x‖ ≥ 1.

Note que suppφ = B(0, 1) = {x ∈ Rn; ‖x‖ < 1}, que é compacto. Mais
ainda, φ ∈ C∞(Rn), pois é dada pela composição de funções de classe C∞.
Logo, φ é uma função teste.
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Observação 1.1. Seja ψ ≥ 0 uma função teste tal que suppψ = B(0, 1).
Vejamos que podemos multiplicar ψ por uma constante adequada α de forma
que

∫
αψ(x) dx = 1 e αψ ∈ C∞c (Rn). De fato, note que∫
Rn
ψ(x) dx =

∫
B[0,1]

ψ(x) dx ≤

(
sup

x∈B[0,1]

ψ(x)

)
m(B[0, 1]) <∞,

pois ψ é cont́ınua e B[0, 1] é um conjunto compacto, o que implica que existe
M > 0 tal que

sup
x∈B[0,1]

ψ(x) < M.

Assim, ∫
B(0,1)

ψ(x) dx = c <∞⇔
∫
B(0,1)

ψ(x)

c
dx = 1.

Redefinindo ψ por ψ/c, obtemos uma função teste positiva tal que
∫
Rn ψ(x) dx =

1.

Definição 1.3. Seja f : Ω ⊆ Rn → C uma função Lebesgue-mensurável tal
que para cada conjunto compacto K ⊂ Ω∫

K

|f(x)| dx <∞.

Então dizemos que f é localmente integrável, e escrevemos f ∈ L1
loc(Ω).

Exemplo 1.7. Se f ∈ C(Ω), ou seja, se f é cont́ınua em Ω, então f ∈ L1
loc(Ω).

De fato, dado K ⊂ Ω um subconjunto compacto, como f é cont́ınua então
existe M > 0 tal que

sup
x∈K

f(x) = M <∞

Deste modo, ∫
K

|f(x)|dx ≤
∫
K

Mdx = M.m(K) <∞

Exemplo 1.8. Considere a função caracteŕıstica XB(0,1) definida em Rn.
Note que XB(0,1) é Lebesgue-mensurável e XB(0,1) ∈ L1

loc(Rn). De fato∫
Rn
|f(x)|dx =

∫
B(0,1)

1dx+

∫
B(0,1)c

0dx = m(B(0, 1)) = 1 <∞
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Exemplo 1.9. Seja f : R − {0} 7→ R definida como f(x) = log |x|, então
f ∈ L1

loc(R− {0}). Abaixo, observe o gráfico da função f

graflog.png

De fato, como f é uma composição de funções cont́ınuas então f é cont́ınua
em todo seu domı́nio e, pelo Exemplo 1.7, conclúımos que f ∈ L1

loc(R−{0}).
A seguir mostraremos como é posśıvel obtermos funções testes a partir

do exemplo constrúıdo na Observação 1.1.

Definição 1.4. Sejam f, g funções mensuráveis em Rn. A convolução de f
e g é a função f ∗ g definida por

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy,

quando a integral estiver bem definida.

Observe que, através da mudança de variável z = x− y, obtemos que f ∗ g =
g ∗ f . De fato

f∗g(x) =

∫
Rn
f(x−y)g(y) dy =

∫
Rn
f(z)g(x−z) dz =

∫
Rn
g(x−z)f(z) dz = g∗f(x)

Exemplo 1.10. Sejam f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn), mostremos que f ∗ g está
bem definida

|f ∗ g(x)| =

∣∣∣∣∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|f(x− y)||g(y)|dy

≤
(∫

Rn
|f(x− y)|pdy

)1

p
(∫

Rn
|g(y)|qdy

)1

q pela Desigualdade de Holder

=

(∫
Rn
|f(z)|pdz

)1

p
(∫

Rn
|g(y)|qdy

)1

q com a mudança de variável z = x− y

= ‖f‖Lp ‖g‖Lq <∞.
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Exemplo 1.11. Sejam f ∈ L1
loc(Rn) e g mensurável, com suporte compacto

e limitada (|g(x)| ≤M para todo x). Mostremos que f ∗ g está bem definida

|f ∗ g(x)| =

∣∣∣∣∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣
≤

∫
supp g

|f(x− y)||g(y)|dy

≤
∫

supp g

|f(x− y)|Mdy

= M

∫
supp g

|f(x− y)|dy

= M

∫
X+supp g

|f(z)|dz <∞.

A seguir vamos relembrar algumas definições e resultados de Espaços
Métricos que servirão como instrumentos para demonstrarmos o próximo
Teorema deste caṕıtulo.

Definição 1.5. Dizemos que uma aplicação f : M 7→ N é uniformemente
cont́ınua se para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que para todos x, y ∈ M com
d(x, y) < δ então d(f(x), f(y)) < ε.

Proposição 1.1. Se o espaço métrico M é compacto, então toda aplicação
cont́ınua f : M 7→ N é uniformemente cont́ınua.

Demonstração. Se f não fosse uniformemente cont́ınua, existiriam ε > 0, xn
e yn para cada n ∈ N tais que d(xn, yn) < n−1 e d(f(xn), f(yn)) ≥ ε. Como
M é compacto, então (xn)n e (yn)n são sequências limitadas e, pelo Teorema
de Bolzano Weierstrass, existem subsequências (xnk)k e (ynj)j tais que xnk e
ynj −→ a ∈M . Como f é cont́ınua, então

lim
j,k→∞

d(f(xnk), f(ynj)) = d(f(a), f(a)) = 0.

Contradizendo d(f(xn), f(yn)) ≥ ε.

Lema 1.1. Sejam f ∈ L1
loc(Rn) e g ∈ C∞c (Rn), então f ∗ g ∈ C∞ e ∂α(f ∗

g)(x) = (f ∗ ∂αg)(x).

Demonstração. Para facilitarmos a notação, considere α = e1 o vetor canônico
(1, 0, ..., 0), assim
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∂x1(f ∗ g)(x) = lim
h→0

(f ∗ g)(x+ he1)− (f ∗ g)(x)

h

= lim
h→0

1

h

(∫
Rn
f(x+ he1 − y)g(y)dy −

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

)
= lim

h→0

1

h

(∫
Rn
f(y)g(x+ he1 − y)dy −

∫
Rn
f(y)g(x− y)dy

)
= lim

h→0

∫
Rn

f(y)(g(x+ he1 − y)− g(x− y))

h
dy

∗
=

∫
Rn

lim
h→0

f(y)
g(x+ he1 − y)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn
f(y) lim

h→0

g(x− y + he1)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn
f(y) lim

h→0

g(x− y + he1)− g(x− y)

h
dy

=

∫
Rn
f(y)∂x1g(x− y)dy , pois g ∈ C∞.

* Pelo Teorema da Convergência Dominada. Além disso, pela Desigual-
dade do Valor Médio, melhor detalhada na referência [2], temos que

|g(x− y + he1)− g(x− y)| ≤ |(x− y + he1)− (x− y)|. sup
z∈[x−y+he1,x−y]

∂x1g(z)

= |h|. sup
z∈[x−y+he1,x−y]

∂x1g(z).

Como g ∈ C∞c (Rn) então ∂x1g ∈ C∞c (Rn) e portanto para cada x existe
M > 0 tal que

sup
z∈[x−y+he1,x−y]

∂x1g(z) ≤M.

Logo
|g(x− y + he1)− g(x− y)|

|h|
≤M,

justificando o uso do Teorema da Convergência Dominada.

Teorema 1.2. Seja φ ∈ C∞c (Rn) tal que
∫
φ dx = 1, φ(x) ≥ 0 para todo

x ∈ Rn e suppφ ⊆ B(0, 1), e seja f ∈ L1
loc(Rn). Dado ε > 0, defina

φε(x) = ε−nφ(x/ε) e considere a convolução

fε(x)
.
= φε ∗ f(x) =

∫
φε(x− εy)f(y) dy =

1

εn

∫
φ

(
x− y
ε

)
f(y) dy.

Então:
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(i) fε ∈ C∞(Rn).

(ii) Se f(x) = 0 q.t.p. fora de um conjunto fechado A, então

supp fε ⊆ A+B(0, ε) = A+ {x; ‖x‖ ≤ ε}.

Consequentemente fε ∈ C∞c (Rn).

(iii) Se f é cont́ınua e supp f é compacto, então fε → f uniformemente
quando ε→ 0.

Demonstração. Antes de iniciarmos a demonstração vale ressaltar que fε
pode ser escrito como

∫
f(x− εy)φ(y) dy. De fato, pela mudança de variável

z = x− εy temos que

fε(x) =
1

εn

∫
φ

(
x− z
ε

)
f(z) dz =

1

εn

∫
f(x−εy)φ(y)εn dy =

∫
f(x−εy)φ(y) dy.

(i) Observe que φε ∈ C∞c (Rn). Logo, pelo Lema 1.1, fε ∈ C∞ e

∂αfε = ∂α(φε) ∗ f =
1

ε|α|
(∂αφ)ε ∗ f.

De fato, a fim de facilitarmos novamente a notação considere α = e1,
note que

∂x1(φε)(x) = ∂x1

(
1

εn
φ
(x
ε

))
=

1

εn
∂x1

(
φ
(x
ε

))
=

1

εn
(∂x1φ)

(x
ε

)
∂x1

(x
ε

)
pela Regra da Cadeia

=
1

εn
(∂x1φ)

(x
ε

) x
ε

= (∂x1φ)ε (x)
x

ε
.

E por indução a demonstração segue para α qualquer.

(ii) Suponha que f = q.t.p. fora de um conjunto fechado A e seja x tal que
fε(x) 6= 0. Como suppφ ⊂ B(0, 1) então∫

B(0,1)

f(x− εy)φ(y) dy 6= 0.

Como, φ ≥ 0 e
∫
φ = 1, então existe y ∈ B(0, 1) tal que f(x− εy) 6= 0.

O que implica que x− εy ∈ supp f ⊆ A e assim x ∈ A+ εB(0, 1) e, por
fim x ∈ A+B(0, ε). Portanto supp fε ⊆ A+B(0, ε).
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(iii) Note que

|fε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∫ f(x− εy)φ(y)dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ f(x− εy)φ(y)dy − f(x)

∫
φ(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ (f(x− εy)− f(x))φ(y)dy

∣∣∣∣ .
Pela Proposição 1.1, para todo γ > 0, existe δ > 0 tal que |εy| < δ
implica |f(x− εy)− f(x)| < γ para todo x ∈ supp f . Considere então
ε < δ, assim

|fε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∫
B(0,1)

(f(x− εy)− f(x))φ(y)dy

∣∣∣∣
≤

∫
B(0,1)

|f(x− εy)− f(y)|φ(y)dy

≤
∫
B(0,1)

γφ(y)dy

= γ

∫
B(0,1)

φ(y)dy = γ.

Portanto para todo γ > 0, existe ε0 = δ tal que |fε(x)− f(x)| < γ para
todo x ∈ supp f e para todo ε < ε0.

O próximo teorema nos permitirá trabalharmos com a convolução fε em
Lp(Rn).

Teorema 1.3. Sejam f, φ : Rn 7→ C, no qual φ ∈ L1(Rn) e f ∈ Lp(Rn) com
1 ≤ p ≤ ∞. Para cada x ∈ Rn e ε > 0, defina fε(x) =

∫
Rn f(x− εy)φ(y)dy.

Então

(i) fε ∈ Lp(Rn).

(ii) ‖fε‖Lp ≤ ‖f‖Lp ‖φ‖L1.

(iii) Se supp(φ), φ ≥ 0 e
∫
φ = 1 então ||fε − f ||Lp −→ 0 quando ε −→ 0.

Demonstração. (i) Dividiremos nos três seguintes casos
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(a) p = 1
Note que

|fε(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn
f(x− εy)φ(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
Rn
|f(x− εy)||φ(y)|dy.

Então∫
Rn
|fε(x)| ≤

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− εy)||φ(y)dy|

)
dx

≤
∫
Rn
|φ(y)|

(∫
Rn
|f(x− εy)|dx

)
dy , pelo Teorema de Fubini

≤ ||f ||L1||φ||L1 .

Portanto ||fε||L1 <∞.

(b) p =∞
De maneira análoga∫

Rn
|fε(x)| ≤

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− εy)||φ(y)|dy|

)
dx

≤ ||f ||L∞
∫
Rn
|φ(y)|dy

= ||f ||L∞||φ||L1 <∞.

(c) 1 < p <∞

|fε(x)| ≤
∫
Rn
|f(x− εy)||φ(y)|dy

=

∫
Rn

(|f(x− εy)||φ(y)|)
1
p |φ(y)|

1
q dy

∗
≤

(∫
Rn
|f(x− εy)|p|φ(y)|dy

) 1
p
(∫

Rn
|φ(y)|dy

) 1
q

≤ ||φ||
1
q

L1

(∫
Rn
|f(x− εy)|p|φ(y)|dy

) 1
p

.

* Pela Desigualdade de Hölder. Logo,

|fε(x)|p ≤ ||φ||
p
q

L1

∫
Rn
|f(x− εy)|p|φ(y)|dy.

15



Então, aplicando novamente o Teorema de Fubini

∫
Rn
|fε(x)|pdx ≤ ||φ||

p
q

L1

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− εy)|Lp |φ(y)|dy

)
dx

≤ ||φ||
p
q

L1

∫
Rn
|φ(y)|

(∫
Rn
|f(x− εy)|pdx

)
dy

≤ ||φ||
p
q

L1

∫
Rn
|φ(y)| (||f ||pLp) dy

≤ ||φ||
p
q

+1

L1 ||f ||pLp
≤ (||φ||L1||f ||Lp)p ,

o que implica que(∫
Rn
|fε(x)|Lpdx

) 1
p

≤ ||φ||L1||f ||Lp .

(ii) Demonstrado no item anterior.

(iii) Queremos mostrar que para todo t > 0 existe ε0 > 0 tal que 0 < ε < ε0,
||fε − f ||Lp < t. Para isso fixemos t > 0 arbitrário e tome f ∈ Lp(Rn).
Como C∞c (Rn) é denso em Lp(Rn) então existe g cont́ınua de suporte

compacto tal que ||f −g||Lp <
t

3
, além disso, ||gε−g||Lp <

t

3
para todo

0 < ε < ε0.
Note agora que

||fε− f ||Lp ≤ ||fε− gε||Lp + ||gε− g||Lp + ||f − g||Lp < ||fε− gε||Lp +
2t

3

Mostremos que ||fε − f ||Lp <
t

3

||fε − f ||Lp ≤
∫
Rn
|f(x− εy)− g(x− εy)|φ(y)dy

≤
∫
Rn
|f(x− εy)− g(x− εy)|φ(y)

1
pφ(y)

1
q dy

≤
(∫

Rn
|f(x− εy)− g(x− εy)|pφ(y)dy

) 1
p
(∫

Rn
φ(y)dy

) 1
q

,

pela desigualdade de Hölder. E portanto

||fε − gε||pLp ≤
∫
Rn
|f(x− εy)− g(x− εy)|pφ(y)dy.
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Integrando e aplicando o Teorema de Fubini obtemos

||fε−gε||pLp ≤
∫
Rn
φ(y)

(∫
Rn
|f(x− εy)− g(x− εy)|pdx

)
dy ≤ ||f−g||pLp .

Conclúımos que

||fε − gε||Lp ≤ ||f − g||Lp <
t

3
.

Corolário 1.1. Se f ∈ L1(Rn) e fε é definida como no Teorema 1.2 então

‖fε‖L1 =

∫
|fε(x)| dx ≤ ‖f‖L1 ,

e fε → f em norma L1 quando ε→ 0.

Demonstração. Basta aplicarmos o Teorema para p = 1 e considerarmos φ
como no terceiro item.

1.1.3 Convergência em C∞c (Ω)

Definição 1.6. Dizemos que uma sequência {φj}j∈N de funções em C∞c (Ω)
converge a zero em C∞c (Ω), isto é φj −→ 0 quando j −→∞ se

(i) Existe K ⊂ Ω compacto tal que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N.

(ii) Para todo α ∈ Zn (multi-́ındice), temos que ∂αφj −→ 0 uniformemente
em K, isto é, para todo ε > 0, existe j0 ∈ N tal que |∂αφj(x)| < ε, para
todo x ∈ K e j ≥ j0.

Dizemos que ϕj −→ ϕ em C∞c (Ω) se ϕj − ϕ −→ 0 em C∞c (Ω).

Exemplo 1.12. Seja f ∈ C∞c (Ω) e {aj}j∈N ⊂ C tal que aj −→ 0. Defina
ϕ(x) = ajf(x), então ϕ(x) −→ 0 em C∞c (Ω).

Demonstração. Defina K = supp(f), observe que K é compacto.
Pela definição de suporte de uma função, é fácil ver que supp(ϕj) ⊂ K

para todo j ∈ N. De fato, se y /∈ K, então existe r ∈ R tal que f(x) = 0,
para todo x ∈ B(y, r). O que implica que ϕj(x) = ajf(x) = 0 para todo
x ∈ B(y, r) e para todo j ∈ N. Logo, y /∈ supp(ϕj).

Note que ∂αϕj(x) = aj∂
αf(x). Consideremos dois posśıveis casos:
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(i) ∂αf(x) = 0 para todo x ∈ K.
Então ∂αϕj(x) = aj∂

αf(x) = aj0 = 0 e é claro que ∂αϕ −→ 0 unifor-
memente em K.

(ii) ∂αf(x) não é identicamente nula em K.
Como f ∈ C∞, então ∂αf é uma função cont́ınua definida em um
conjunto compacto, logo existe Mα > 0 tal que

sup
x∈supp(f)

|∂αf(x)| = Mα <∞

Por hipótese, aj −→ 0, ou seja, para todo ε > 0, existe j0 ∈ N tal que

|aj| <
ε

Mα

, para todo j ≥ j0. Assim, para cada α ∈ Zn+ e para todo

ε > 0, existe j0 ∈ N tal que |∂αϕj(x)| = |aj|.|∂αf(x)| ≤ |aj|.Mα < ε,
para todo j ≥ j0 e para todo x ∈ K. Logo, ϕj −→ 0 em C∞c (Ω).

1.2 Distribuições

Definição 1.7. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto. Um funcional u : C∞c (Ω)→
C linear e cont́ınuo é chamado de uma distribuição em Ω, em outras pala-
vras
(linearidade) u(ϕ1 + αϕ2) = u(ϕ1) + αu(ϕ2), para todo ϕ1, ϕ2 ∈ C∞c (Ω),
α ∈ C.
(continuidade) Se {ϕj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que ϕj −→ 0 em C∞c (Ω), então
u(ϕ) −→ 0 em C.

Adotaremos as seguintes notações:

· D ′(Ω) = {u : C∞c (Ω)→ C lineares e cont́ınuas}.

· Seja φ ∈ C∞c (Ω), u(φ) =< u, φ >.

A seguir apresentaremos exemplos de distribuições que serão úteis ao
longo do conteúdo apresentado.

Exemplo 1.13 (Delta de Dirac). Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e
a ∈ Ω. Defina δa : C∞c (Ω) → C por < δa, φ >= φ(a). Mostremos que δa é
uma distribuição:

(linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

< δa, φ1 +α.φ2 >= (φ1 +α.φ2)(a) = φ1 +α.φ2(a) =< δa, φ1 > +α. < δa, φ2 >
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(continuidade) Seja {φj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em C∞c (Ω), isto é,
existe K ⊂ Ω compacto tal que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N e ∂αφj −→ 0
uniformemente em K, para todo α ∈ Zn+. Se a ∈ K, então pela convergência
uniforme

< δa, φj >= φj(a) −→ 0 em C.
Se a /∈ K, então < δa, φj >= φj(a) = 0 −→ 0 em C.

Notação: Em particular quando a = 0, denotamos δ0 = δ.

Exemplo 1.14. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e f ∈ L1
loc(Ω). Defina

Tf : C∞c (Ω) 7→ C por

< Tf , φ >=

∫
Rn
f(x)φ(x)dx

Então Tf define uma distribuição em Ω.

Note que Tf está bem definida pois

| < Tf , φ > | =

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
supp(φ)

f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣
≤ sup

x∈supp(φ)

|φ(x)|.
∫

supp(φ)

|f(x)|dx <∞, pois f ∈ L1
loc(Ω)

Vamos provar que Tf é uma distribuição
(linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

< Tf , φ1 + αφ2 > =

∫
Rn
f(x).(φ1(x) + αφ2(x))dx

=

∫
Rn
f(x)φ1(x) + αf(x)φ2(x)dx

=

∫
Rn
f(x)φ1(x)dx+ α.

∫
Rn
f(x)φ2(x)dx

= < Tf , φ1 > +α < Tf , φ2 > .

(continuidade) Seja {φj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em C∞c (Ω), isto é,
existe K ⊂ Ω compacto tal que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N e ∂αφj −→ 0
uniformemente em K, para todo α ∈ Zn+. Seja

M =

∫
K

|f(x)|dx <∞

Se M = 0, pela continuidade da função f no compacto K, então f = 0-q.t.p.
em K e assim < Tf , φ >= 0, para toda φ ∈ C∞c (Ω). Logo < Tf , φj >−→ 0.
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Suponha agora M 6= 0. Em particular, para α = (0, 0, ..., 0), temos que
φj converge uniformemente para 0. Ou seja, para todo ε > 0, existe j0 ∈ N
tal que |φj(x)| < ε

M
, para todo j ≥ j0 e para todo x ∈ K.

Assim, temos que

| < Tf , φj > | =

∣∣∣∣∫
K

f(x)φj(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
K

|f(x)||φj(x)|dx

<

∫
K

|f(x)| ε
M
dx

=
ε

M

∫
K

|f(x)|dx

=
ε.M

M
= ε para todo j ≥ j0.

Logo < Tf , φj >−→ 0 em C.

Definição 1.8. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω). Dizemos que u1 = u2 em D ′(Ω)
se < u1, φ >=< u2, φ >, para toda φ ∈ C∞c (Ω). Além disso, dizemos que
u1, u2 ∈ D ′(Ω) são iguais no aberto U ⊂ Ω se < u1, φ >=< u2, φ >, para
toda φ ∈ C∞c (U).

Observação 1.2. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω) e U ⊂ Ω um subconjunto aberto,
então < u1, φ > e < u2, φ > estão bem definidas para φ ∈ C∞c (U) pois
u1, u2 ∈ D ′(Ω) implica que < u1, φ > e < u2, φ > estão bem definidas para
toda φ ∈ C∞c (Ω). Em particular, para φ ∈ C∞c (U), < u1, φ > e < u2, φ >
estão bem definidas e assim f também pertence a D ′(U).

Teorema 1.4. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e K ⊂ Ω compacto. Então existe
φ ∈ C∞c (Ω) com 0 ≤ φ ≤ 1 e φ ≡ 1 em uma vizinhança de K.

Demonstração. Seja D = d(K,Ωc), como Ωc é um conjunto fechado e K um
conjunto compacto, então D <∞. Considere ε > 0 tal que ε < D

4
e defina

K2ε = {y ∈ Ω : |x− y| ≤ 2ε para algum x ∈ K}

De maneira didática, a imagem abaixo ilustra a relação de K2ε com o
conjunto Ω para n = 2.
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Defina Φ = XK2ε e considere ψ ∈ C∞c (B(0, 1)) com
∫
ψ(x)dx = 1. Tome

agora φ = Φ ∗ ψε. Note que

1. ψε tem suporte em B(0, ε), pois ψε(x) = ε−nψ
(x
ε

)
.

2. Pela mudança de variável
x

ε
= y, temos que∫

ψε(x)dx =

∫
ε−nψ

(x
ε

)
dx =

∫
ψ(y)dy = 1

Afirmação 1: φ ∈ C∞c (K3ε). De fato, como φ = Φ ∗ ψε, então

supp(φ) ⊂ supp(Φ) + supp(ψε)

⊂ K2ε +B(0, ε)

⊂ K3ε.

Pois, seja x ∈ K2ε +B(0, ε), então podemos escrever como x = y + z, no
qual y ∈ K2ε e z ∈ B(0, ε). Logo, |y − w| ≤ 2ε para algum w ∈ K e |z| < ε.
Temos então que

|x− w| = |y + z − w| = |y − w + z| ≤ |y − w|+ |z| < 3ε.

Observe também que

(1− φ)(x) = (1− Φ ∗ ψε)(x) =

∫
ψε(y)dy −

∫
Φ(x− y)ψε(y)dy

=

∫
[1− v(x− y)]ψε(y)dy

= (1− v) ∗ ψε(x).

Afirmação 2: (1− φ) se anula em Kε. De fato,

supp(1− φ) = supp((1− v) ∗ ψε)
⊆ supp(1− v) + supp(ψε)

⊆ (K2ε)
c +B(0, ε) ⊂ (Kε)

c,
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no qual a última inclusão será justificada a seguir.
Seja x ∈ (K2ε)

c + B(0, ε), então podemos reescrever como x = y + z, no
qual y ∈ (K2ε)

c e z ∈ B(0, ε). Logo, |y−w| > 2ε para todo w ∈ K e |z| < ε.
Temos então que

|x−w| = |y+z−w| = |y−w−(−z)| ≥ |y−w|−|z| > 2ε−ε = ε , para todo w ∈ K.

Logo, x ∈ (Kε)
c e, portanto, φ ≡ 1 em Kε.

Exemplo 1.15. (Exemplo de função C∞c (Rn) com suppϕ = B [0, 1],
∫
ϕ = 1

e ϕ ≥ 0.) Seja f como no Exemplo 1.5. Lembre-se que f é de classe C∞(R).
Seja α : Rn → R dada por α(x) = 1− ||x||2, logo α ∈ C∞(Rn).

Tome φ = f ◦ α : Rn → R. Então φ ∈ C∞(Rn). Note que φ é dada por

φ(x) = f(1− ||x||2) =

{
e−(1−||x||2)−1

, ||x|| < 1;
0, ||x|| > 1.

Logo, φ(x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn e supp(φ) = B(0, 1). Portanto φ ∈
C∞c (Rn). Considere agora a =

∫
φ(x)dx, o que implica que a > 0, e defina

ϕ =
1

a
φ(x). Logo, ϕ satisfaz as condições desejadas.

Proposição 1.2. Sejam f, g ∈ L1
loc(Ω) tais que f = g q.t.p. em Ω. Então

Tf = Tg.

Demonstração. De fato, dado φ ∈ C∞c (Ω) , temos que f(x)φ(x) = g(x)φ(x)
q.t.p. em Ω. Utilizamos aqui um resultado de Teoria da Medida e Integração,
que pode ser encontrado na referência [3], a saber: Se f ∈ L+ então

∫
f =

0⇔ f = 0 q.t.p. Logo,∫
f(x)φ(x)dx =

∫
g(x)φ(x)dx

E assim Tf = Tg.

Lema 1.2. Sejam f ∈ L1(Rn) e fε definida como no Teorema 1.2. No qual
φ ≥ 0 e

∫
φ(x)dx = 1. Então ||fε||L1(Rn) ≤ ||f ||L1 e ||fε − f ||L1(Rn) −→ 0,

quando ε −→ 0.
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Demonstração. Note que

||fε||L1 =

∫
Rn
|fε(x)|dx =

∫
Rn

∣∣∣∣∫
suppφ

fε(x− εy)φ(y)dy

∣∣∣∣ dx
≤

∫
Rn

∫
supp(φ)

|fε(x− εy)|φ(y) dy dx

=

∫
Rn
φ(y)

[∫
Rn
|f(x− εy)|dx

]
dy (Teorema de Fubinni)

=

∫
Rn
φ(y).||f ||L1dy (a norma L1 é invariante por translação)

= ||f ||L1 .

∫
Rn
φ(y)dy = ||f ||L1 .1 = ||f ||L1 .

Mostremos agora a segunda convergência. Como melhor detalhado em
[4], C∞c (Rn) é denso em L1(Rn). Assim, dado δ > 0, existe g ∈ C∞c (Rn) tal
que ||f − g|L1 < δ

3
. Logo

||f − fε||L1 = ||f − g + g − gε + gε − fε||L1

≤ ||f − g||L1 + ||g − gε||L1 + ||(g − f)ε||L1

≤ ||f − g||L1 + ||g − gε||L1 + ||g − f ||L1

<
2δ

3
+ ||g − gε||L1 .

Por outro lado, gε −→ g uniformemente quando ε −→ 0. Além disso,
considerando ε < 1, supp(gε) ⊆ supp(g) +{|x| ≤ ε} ⊆ supp(g) +{|x| ≤ 1} =
K. Assim, supp(gε) está contido em um conjunto compacto que independe
de ε e portanto

||g − gε||L1 =

∫
K

|g(x)− gε(x)|dx

≤ sup
x∈K
|g(x)− gε(x)|.|K| ≤ δ

|3.K|
.|K| = δ

3
.

Portanto, ||fε − f ||L1(Rn) −→ 0.

Proposição 1.3. Sejam f, g ∈ L1
loc(Ω) tais que < Tf , φ >=< Tg, φ >, para

todo φ ∈ C∞c (Ω). Então f = g q.t.p. em Ω.

Demonstração. Antes de demonstrarmos, observe que nosso objetivo é de-
monstrar a rećıproca da Proposição 1.2.
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Seja Kn = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) ≥ n−1 e ||x|| ≤ n}. Mostremos que

Ω =
∞⋃
n=1

Kn. (1.1)

Note que como Kn ⊂ Ω, para todo n ∈ N, então
∞⋃
n=1

Kn ⊂ Ω. Por outro

lado, seja x ∈ Ω, então existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ Ω.
Sejam n1 o primeiro número natural tal que ε > n−1

1 , n2 o primeiro
natural tal que ||x|| ≤ n2 e defina n0 = max{n1, n2}. Como B(x, n−1

0 ) ⊂ Ω,
então d(x, ∂Ω) > n−1

0 . Além disso ||x|| ≤ n0, assim temos que x ∈ Kn0 e

portanto Ω ⊂
∞⋃
n=1

Kn.

Afirmação 1: É suficiente mostrar que f = g q.t.p. em Kn.
De fato, sejam

An = {x ∈ Kn : f(x) 6= g(x)} e A = {x ∈ Ω : f(x) 6= g(x)}.

Por (1.1), A =
∞⋃
n=1

An. Assim, se m(An) = 0, para todo n ∈ N, temos que

m(A) = m

(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m(An) = 0

Mostremos agora que Kn é compacto. Como Kn ⊂ Rn, basta demons-
trarmos que Kn é fechado e limitado. Para isso, observe inicialmente que
Kn ⊂ Kn+1, para todo n ∈ N.

Fixe x0 ∈ K1, note então que x0 ∈ Kn, para todo n ∈ N. Logo, para todo
x ∈ Kn, temos que

||x− x0|| = ||x||+ ||x0||
≤ n+ 1

Assim, Kn ⊂ B(x0, n+ 1) e portanto é limitado.
Note agora que d(Kn, ∂Ω) ≥ n−1. No pior caso, suponha a igualdade.

Seja agora x /∈ Kn, então d(x, ∂Ω) < n−1, ou ainda, existe ε > 0 tal que
d(x, ∂Ω) = n−1− ε. Além disso, como d(x,Kn) ≥ ε então B(x, ε

2
)∩Kn = ∅.

Conclúımos que Kc
n é um conjunto aberto e por fim nosso conjunto Kn é, de

fato, compacto.
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Vamos retornar a demonstração, para isso fixe n ∈ N e considere ψ ∈
C∞c (Ω) tal que ψ ≡ 1 em V (Kn), no qual V (Kn) corresponde a uma vizi-
nhança de Kn. Logo, Kn ⊂ supp(ψ).

Considere h = f − g ∈ L1
loc(Ω), então claramente (hψ) ∈ L1

loc(Ω). Defina
(hψ)ε(x) =

∫
(hψ)(x − εy)ϕ(y)dy no qual ϕ ∈ C∞c (Ω) tal que ϕ ≥ 0 e∫

ϕ(x)dx = 1. Além disso, ϕε(y) =
1

εn
ϕ
(y
ε

)
. Assim temos que

(ψh)ε(x) =

∫
Rn

(hψ)(z)ε−nϕ

(
x− z
ε

)
dz

= ε−n
∫
Rn

[f(z)− g(z)]ψ(z)ϕ

(
x− z
ε

)
dz

= ε−n
∫
Rn
f(z)ψ(z)ϕ

(
x− z
ε

)
dz −

∫
Rn
g(z)ψ(z)ϕ

(
x− z
ε

)
dz

= ε−n
[
< Tf , ψ(·)ϕ

(
x− ·
ε

)
> − < Tg, ψ(·)ϕ

(
x− ·
ε

)
>

]
= 0, por hipótese,

pois ψ(z)ϕ

(
x− z
ε

)
é uma função teste. Pelo Lema 1.2, temos que

(hψ)ε −→ hψ em L1(Rn). Observe que temos a convergência ocorrendo
apenas onde hψ está definida, isto é, em Ω, porém basta estendermos a
função para em Rn − Ω, no qual a mesma será a função nula. Note que sua
continuidade se manterá pois como Ω é um conjunto aberto, então hψ é nula
na fronteira e assim temos a convergência em L1(Rn)

Por fim, como resultado visto em [3], se uma sequência de funções con-
verge em L1(Rn), então existe uma subsequência que converge q.t.p. Digamos
(hψ)ε′ −→ hψ q.t.p.

Por outro lado, como (hψ)ε = 0, para todo ε, em particular, (hψ)ε′ = 0.
Logo, hψ(x) = 0 q.t.p. em Kn. Como ψ ≡ 1 em Kn, então h = 0-q.t.p.

em Kn.

Após demonstrarmos as Proposições 1.2 e 1.3, podemos utilizar o funcio-
nal Tf para identificarmos qualquer função L1

loc(Rn) como uma distribuição.

Exemplo 1.16. Seja µ uma medida definida na σ - álgebra dos subconjuntos
borelianos de Ω ⊂ Rn, denotado tal espaço de medida por (Ω,B, µ). Suponha
também que µ é localmente finita (isto é, µ(K) < ∞ para todo K ⊂ Ω
compacto).
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Defina < µ, φ > =̇
∫

Ω
φdµ, para todo φ ∈ C∞c (Ω). Então < µ, φ > define

uma distribuição. De fato,considere K ⊂ Ω compacto tal que supp(φj) ⊂ K,
para todo j ∈ N.
(Linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

< µ, φ1 + αφ2 > =

∫
Ω

φ1 + αφ2dµ

=

∫
Ω

φ1dµ+ α

∫
Ω

φ2dµ

= < µ, φ1 > +α < µ, φ2 > .

(Continuidade) Seja {φj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em C∞c (Ω), então

| < µ, φj > | = |
∫

Ω

φjdµ| ≤ sup
x∈supp(K)

|φj(x)|µ(suppφj)

≤ sup
x∈supp(K)

|φj(x)|µ(K) ≤ ε

µ(K)
µ(K) = ε.

Exemplo 1.17 (Valor Principal). Denotaremos por valor principal de 1
x

o
funcional

< p.v.
1

x
, φ > =̇ lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx , para todo φ ∈ C∞c .

Mostremos que p.v.
1

x
define uma distribuição em R, antes disso observe que

p.v.
1

x
está bem definida

Afirmação:

lim
ε→0

∫
R−[−ε,ε]

φ(x)

x
dx =

∫ ∞
0

φ(x)− φ(−x)

x
dx

Vamos assumir por um momento que tal afirmação esteja provada. Como
φ ∈ C∞c então podemos exibir M > 0 tal que suppφ ⊂ [−M,M ]. Então

| < pv
1

x
, φ > | =

∣∣∣∣∫ ∞
0

φ(x)− φ(−x)

x
dx

∣∣∣∣
≤

∫ M

−M

[
sup

ξ∈[−M,M ]

|φ′(ξ)|

]
2x

x
dx pelo Teorema do valor Médio

≤

[
sup

ξ∈[−M,M ]

|φ′(ξ)|

]
2M <∞ , pois φ′ é uma função cont́ınua.
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Portanto está bem definida. Mostremos agora que é de fato uma distribuição

(Linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

< p.v.
1

x
, φ1 + αφ2 > = lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ1(x) + αφ2(x)

x
dx

= lim
ε→0

∫
|x|>ε

[
φ1(x)

x
dx+ α

φ2(x)

x
dx

]
= lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ1(x)

x
dx+ α lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ2(x)

x
dx

= < p.v.
1

x
, φ1 > +α < p.v.

1

x
, αφ2 >

(Continuidade) Seja {φj}j∈N ⊂ C∞c (R) tal que φj −→ 0 em C∞c (R), de ma-
neira análoga ao anterior, podemos exibir M > 0 tal que suppφj ⊂ [−M,M ]
para todo j ∈ N. Então

| < pv
1

x
, φj > | =

∣∣∣∣∫ ∞
0

φj(x)− φj(−x)

x
dx

∣∣∣∣
≤

∫ M

−M

[
sup

ξ∈[−M,M ]

|φ′j(ξ)|

]
2x

x
dx

≤ sup
ξ∈[−M,M ]

|φ′j(ξ)| 2M → 0,

pois como φj → 0 em C∞c (R), então |φ′j(ξ)| → 0 uniformemente e então

sup
ξ∈[−M,M ]

|φ′j(ξ)| → 0

Demonstremos a Afirmação inicial:∫
R−[−ε,ε]

φ(x)

x
dx =

∫ −ε
−∞

φ(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

φ(x)

x
dx

Considere a seguinte mudança de variável x = −t, então∫ −ε
−∞

φ(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

φ(x)

x
dx = −

∫ ε

∞

φ(−t)
t

dt+

∫ ∞
ε

φ(x)

x
dx

= −
∫ ∞
ε

φ(−t)
t

dt+

∫ ∞
ε

φ(x)

x
dx

=

∫ ∞
ε

φ(x)− φ(−x)

x
dx.
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Mostraremos pelo Teorema da Convergência Dominada que

lim
ε→0

∫ ∞
ε

φ(x)− φ(−x)

x
dx =

∫ ∞
0

φ(x)− φ(−x)

x
dx.

Para isso, seja fn(x) =
φ(x)− φ(−x)

x
X{z∈R:|z|>n−1}(x). Temos que

fn(x) −→ φ(x)− φ(−x)

x
X{z∈R:|z|>0}(x).

Note que |fn(x)| =
|φ(x)− φ(−x)|

x
, que como visto anteriormente é in-

tegrável. Logo, afirmação segue pelo Teorema da Convergência Dominada.

Observação 1.3. A distribuição delta de Dirac não é uma função (no sentido
do Exemplo 1.14), isto é, não existe f ∈ L1

loc(R) tal que < Tf , φ >=< δ, φ >
para toda φ ∈ C∞c (R).

Demonstração. Suponha que exista f ∈ L1
loc(R) tal que

φ(0) =< δ, φ >=

∫
Rn
f(x)φ(x)dx para toda φ ∈ C∞c .

Seja φ ∈ C∞c (Rn − {0}), isto é supp(φ) ⊆ Rn − {0}. Então∫
f(x)φ(x)dx = φ(0) = 0, para todo φ ∈ C∞c (Rn − {0}).

Logo, f ≡ 0 em Rn − {0}, o que implica que f ≡ 0 q.t.p. em todo Rn.
Portanto, δ é a distribuição nula, o que é uma contradição.

1.3 Operações com Distribuições

Definição 1.9. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω) e λ ∈ C. Então definimos
as seguintes operações:

· < u1 + u2, φ > =̇ < u1, φ > + < u2, φ >.

· < λ.u1, φ > =̇λ < u1, φ >.

Definição 1.10 (Transposto formal). Sejam L,Lt : C∞c (Ω) 7→ C∞c (Ω) line-
ares e cont́ınuos. Isto é, se {φj} −→ 0 em C∞c (Ω), então L(φj) −→ 0 e
Lt(φj) −→ 0 em C∞c (Ω). Suponha que∫

Ω

(Lφ)(x)ψ(x)dx =

∫
Ω

φ(x)(Ltψ)(x)dx , para toda φ, ψ ∈ C∞c (Ω). (1.2)
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Então dizemos que L é o transposto formal de Lt e que Lt é o transposto
formal de L.

Notação: Como Lφ,Ltψ ∈ C∞c (Ω) ⊂ L1
loc(Ω) ⊂ D ′(Ω) e φ, ψ ∈ C∞c (Ω),

então podemos escrever 1.2 como < Lφ, ψ >=< φ,L
′
ψ >.

A seguir veremos que a existência de um transposto formal implica na
extensão do operador.

Proposição 1.4. Sejam L : C∞c (Ω) 7→ C∞c (Ω) e Lt seu respectivo transposto
formal, então existe um operador linear L̃ : D ′(Ω) 7→ D ′(Ω) de tal forma que
L̃|

C∞c (Ω)
= L.

Demonstração. De fato, defina L̃ um operador de D ′(Ω) dado por

L̃ : D ′(Ω) 7→ D ′(Ω)

u −→ L̃(u) : C∞c (Ω) 7→ C

ψ −→< u,Ltψ >
para u ∈ D ′(Ω) e ψ ∈ C∞c (Ω).

Afirmação: L̃ é um operador linear e cont́ınuo.

(Linearidade) Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω), φ ∈ C∞c (Ω) e λ ∈ C, então L̃(u1+λu2) =
L̃(u1) + λL̃(u2). De fato

< L̃(u1 + λu2), φ > = < u1 + λu2, L
tφ >

= < u1, L
tφ > +λ < u2, L

tφ >

= < L̃(u1) + λL̃(u2), φ >

(Continuidade) Seja {ψj}j∈N ∈ C∞c (Ω) tal que ψj −→ 0 em C∞c (Ω). Então
Lt(ψj) −→ 0 em C∞c (Ω), pois Lt é cont́ınuo. Logo, < L̃(u), ψj >=<
u,Lt(ψj) >−→ 0, pois u é uma distribuição.

Por fim, mostremos que L̃ é de fato uma extensão de L. Seja u ∈ C∞c (Ω) ⊂
D ′(Ω), então

< L̃(u), ψ > = < u,Lt(ψ) >=

∫
Ω

u(x)(Ltψ)(x)dx

=

∫
Ω

(Lu)(x)ψ(x)dx =< L(u), ψ > , para toda ψ ∈ C∞c (Ω).

Portanto, L̃(u) = L(u).
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A seguir, consideraremos operações que estão bem definidas para função
e utilizaremos a Proposição 1.4 para definir operações com distribuições, ou
seja, ao mostrarmos que tais operações possuem transpostos formais nossa
extensão estará garantida e assim podemos aplicá-los em distribuições.

Exemplo 1.18. Sejam f ∈ C∞c (Ω) e u : C∞c (Ω) 7→ C, então o produto entre
uma função C∞c (Ω) e uma distribuição é uma distribuição definida por

< fu, φ > =̇ < u, fφ > , para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Seja L : C∞c (Ω) 7→ C∞c (Ω) o operador definido como L(φ) = fφ. Vamos
mostrar que de fato a distribuição está bem definida.

Inicialmente, note que o produto de uma função suave por uma função
teste resulta em uma função teste, pois fφ se anula fora de um suporte
compacto.

Afirmação 1: L é linear e cont́ınuo.

(Linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

L(φ1 + αφ2) = (φ1 + αφ2)f

= φ1f + αφ2f = L(φ1) + αL(φ2).

(Continuidade) Seja {φj}j∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em C∞c (Ω). Mos-
tremos que L(φj) −→ 0 em C∞c (Ω). Primeiramente, observe que existe
K ⊂ Ω compacto de tal forma que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N. Logo,
supp(fφj) ⊂ supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N. Observe agora que para cada
α fixo, o somatório

∑
|γ|≤|α| é finito, defina n a quantidade de termos deste

somatório. Além disso, como f ∈ C∞ e K é um conjunto compacto, então

sup
x∈K
|∂γf(x)| <∞ para todo γ.

Assim, defina

M = max
|γ|≤|α|

{
sup
x∈K
|∂γf(x)|

}
.

Por fim, dado ε > 0, para cada α multi-́ındice sabemos que |∂αφj(x)| < ε

n.M
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para todo x e para todo j ≥ j0. Dessa forma

|∂α(φjf)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|γ|≤|α|

(
α

γ

)
∂α−γφj(x)∂γf(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
|γ|≤|α|

(
α

γ

)
sup
x∈K
|∂γf(x)|.|∂α−γφj(x)|

≤ M.
∑
|γ|≤|α|

|∂α−γφj(x)| < ε.

Afirmação 2: O transposto formal de L é ele mesmo, isto é, Lt = L. De
fato, sejam φ, ψ ∈ C∞c (Ω), então∫

Ω

(L(φ))(x)ψ(x)dx =

∫
Ω

φ(x)f(x)ψ(x)dx =

∫
Ω

φ(x)(L(ψ))(x)dx.

Assim, podemos estender o operador L em D ′(Ω) por

L̃ : D ′(Ω) 7→ D ′(Ω)

u −→ L̃(u) : C∞c (Ω) 7→ C

ψ −→< u,Ltψ >=< u, fψ >
E portanto L̃u = fu, isto é

< fu, φ >=< u, fφ > , para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Definição 1.11 (Derivadas Parciais). Seja u ∈ D ′(Ω), então definimos sua
j-ésima derivada parcial por

<
∂u

∂xj
, φ > =̇− < u,

∂φ

∂xj
> .

Seja L : C∞c (Rn) 7→ C∞c (Rn) o operador que representa a derivação na

j-ésima coordenada de uma função, ou seja, L(φ) =
∂φ

∂xj
.

Afirmação 1: L é linear e cont́ınuo.
(Linearidade) Sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e α ∈ C, então

L(φ1 + αφ2) =
∂(φ1 + αφ2)

∂xj

=
∂φ1

∂xj
+ α.

∂φ2

∂xj
= L(φ1) + α.L(φ2).
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(Continuidade) Seja {φn}n∈N ⊂ C∞c (Ω) tal que φn −→ 0 em C∞c (Ω). Mos-
tremos que L(φn) −→ 0 em C∞c (Ω).
Primeiramente, observe que existe K = [−M,M ]n ⊂ Rn compacto de tal
forma que supp(φn) ⊂ K, para todo n ∈ N. Além disso, pela definição
de convergência em C∞c (Ω), ∂αφn(x) −→ 0, para todo α multi-́ındice, em
particular para α = ej conclúımos que

∂φn
∂xj

(x) −→ 0 uniformemente.

Encontremos agora o transposto formal de L. Para isso, note que∫
Rn

(L(φ))(x)ψ(x)dx =

∫
Rn

∂φ

∂xj
ψ(x)dx

=

∫
R
...

∫
R

∫
R

∂φ

∂xj
ψ(x)dx1dx2...dxn

=

∫ ∞
−∞

dx1...

∫ ∞
−∞

∂φ

∂xj
ψ(x)dxj...

∫ ∞
−∞

dxn (Teorema de Fubini).

Aplicando a integração por partes∫
R

∂φ

∂xj
ψ(x)dxj = φ(x)ψ(x)|xj=Mxj=−M−

∫ M

−M
φ(x)

∂ψ

∂xj
(x)dx = −

∫
R
φ(x)

∂ψ

∂xj
(x) dx,

pois como supp(φ) ⊂ [−M,M ]n então φ(x) = 0, sempre que xj = M ou
xj = −M para algum 1 ≤ j ≤ n. Logo,∫

Rn
(L(φ))(x)ψ(x)dx = −

∫
Rn
φ(x)

∂ψ

∂xj
(x)dx.

Portanto Lt = − ∂

∂xj
é o transposto formal de L.

Conclúımos que <
∂u

∂xj
, φ >= − < u,

∂φ

∂xj
> está bem definido para

distribuições.
De maneira indutiva, podemos concluir que as derivadas parciais mistas

de ordem superior de uma distribuição é dado por

< ∂αu, φ >= (−1)|α| < u, ∂αφ > , ∀ φ ∈ C∞c .

Exemplo 1.19. [Derivada da Função de Heaviside] Seja H : R 7→ R definida
como

H(x) =

{
1, x > 0,
0, x ≤ 0.

32



Como H ∈ L1
loc(R), então H é uma distribuição, através do funcional TH .

Mostremos que T ′H = δ.

Seja φ ∈ C∞c e suponha suppφ ⊂ [−M,M ]. Pela definição de derivada
de uma distribuição,

< T ′H , φ > = − < TH , φ
′ >= −

∫
H(x)φ′(x)dx

= −
∫ ∞

0

φ′(x)dx = −
∫ M

0

φ′(x)dx

= −(φ(M)− φ(0)) = −φ(M) + φ(0)

= φ(0) =< δ, φ > .

Proposição 1.5 (Regra do Produto). Sejam f ∈ C∞c (Ω) e u ∈ D ′(Ω), então

∂(fu)

∂xj
= f

∂u

∂xj
+
∂f

∂xj
u em distribuição.

Demonstração. De fato,

<
∂(fu)

∂xj
, φ > = − < fu,

∂φ

∂xj
>

= − < u, f
∂φ

∂xj
>= − < u,

∂(fφ)

∂xj
− φ ∂f

∂xj
>

= − < u,
∂(fφ)

∂xj
> + < u, φ

∂f

∂xj
>

= <
∂u

∂xj
, fφ > + < u

∂f

∂xj
, φ >

= < f
∂u

∂xj
, φ > + < u

∂f

∂xj
, φ >

= < u
∂f

∂xj
+ f

∂u

∂xj
, φ > .

Exemplo 1.20 (Derivada de log |x|). Como visto no Exemplo 1.9, a função
log |x| ∈ L1

loc(R − {0}), podemos definir < log |x|, φ >=
∫
R log(|x|)φ(x)dx,

para toda φ ∈ C∞c (R). Então <
d

dx
log |x|, φ >=< p.v.

1

x
, φ >.
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Seja φ ∈ C∞c (R) com suppφ ⊂ [−N,N ], então

<
d

dx
log |x|, φ > = − < log |x|, φ′ >= −

∫
log |x|φ′(x)dx

= −
∫ N

−N
log |x|φ′(x)dx

= − lim
ε→0

[∫ −ε
−N

log |x|φ′dx+

∫ ε

−ε
log |x|φ′dx+

∫ N

ε

log |x|φ′dx
]

= − lim
ε→0

[∫ −ε
−N

log |x|φ′dx+

∫ N

ε

log |x|φ′dx
]
−
[
lim
ε→0

∫ ε

−ε
log |x|φ′dx

]
= lim

ε→0

[
− log |x|φ(x)

∥∥−ε
−N +

∫ −ε
−N

1

x
φ(x)dx

]
+ lim

ε→0

[
− log |x|φ(x)|Nε +

∫ N

ε

φ(x)

x
dx

]
= lim

ε→0

[∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx+ log(ε)φ(ε)− log(ε)φ(−ε)

]
= lim

ε→0

[
log(ε) [φ(ε)− φ(−ε)] +

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx

]
.

Note que, pela desigualdade do valor médio

|φ(ε)− φ(−ε)| ≤ sup
t∈(−ε,ε)

|φ′(t)|2ε.

O que implica que

|φ(ε)− φ(−ε)| log(ε) ≤ sup
t∈(−ε,ε)

|φ′(t)|2ε log(ε).

Assim,
0 ≤ | [φ(ε)− φ(−ε)] log(ε)| ≤ 2 sup

t∈(−ε,ε)
|φ′(t)|ε log(ε).

Mostremos que lim
ε→0+

2 sup
t∈(−ε,ε)

|φ′(t)|ε log(ε) = 0. De fato,

2 sup
t∈(−ε,ε)

|φ′(t)| lim
ε→0+

ε log(ε) = c lim
ε→0+

ε log(ε) = c lim
ε→0+

log(ε)

ε−1

= c lim
ε→0+

ε−1

−ε−2
(por L’Hopital)

= c lim
ε→0+

−ε = 0.
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Pelo Teorema do Confronto [φ(ε)− φ(−ε)] log(ε) −→ 0. Logo,

<
d

dx
log |x|, φ >= lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx=̇ < p.v.

1

x
, φ > .

Exemplo 1.21 (Operador Diferencial). Sejam α ∈ Zn+ e aα ∈ C∞c (Ω). O
operador diferencial de funções está bem definido. Agora, para distribuições,
definimos um operador diferencial de ordem m por

P (x,D) : D ′(Ω) → D ′(Ω)

u →
∑
|α|≤m

aα(x)∂αu.

Seja φ ∈ C∞c (Ω), observe que

< P (x,D)u, φ > = <
∑
|α|≤m

aα∂
αu, φ >

=
∑
|α|≤m

< aα∂
αu, φ >

=
∑
|α|≤m

< ∂αu, aαφ >

=
∑
|α|≤m

(−1)|α| < u, ∂αaαφ > .

A seguir apresentaremos a definição de convergência em D ′(Ω), seguido
de exemplos que serão utilizados posteriormente.

Definição 1.12. Dizemos que uma sequência {uj}j ∈ D ′(Ω) converge a
u ∈ D ′(Ω) se

< uj, φ >−→< u, φ > , para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Neste caso, escrevemos uj −→ u em D ′(Ω).

Definição 1.13. Sejam u ∈ D ′(R) e h ∈ R. Definimos a translação uh de
u como

< uh, φ >=< u, φh > , para toda φ ∈ C∞c (Ω),

no qual φh =̇ φ(h+ x).
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Exemplo 1.22. Sejam u ∈ D ′(R) e h ∈ R. Defina vh =
uh − u
h

, então

lim
h→0

vh = −u′. De fato, para cada φ ∈ C∞c (R) temos que

< vh, φ >=
< uh, φ > − < u, φ >

h
=
< u, φh > − < u, φ >

h
=< u,

φh − φ
h

> .

Defina ψh =
φh − φ
h

, note que ψh −→ φ′ quando h −→ 0, logo

lim
h→0

< vh, φ >=< u, φ′ >= − < u′, φ > .

Como φ ∈ C∞c (R) era arbitrária, então lim
h→0

vh = −u′.

Este exemplo nos mostra que de certa forma ainda podemos interpretar a
derivada de uma distribuição como o limite do quociente de Newton, podendo
também ser generalizada para u ∈ D ′(Rn).

Exemplo 1.23. Sejam Ω ⊆ Rn e u ∈ D ′(Ω) então u é o limite de distri-
buições de suporte compacto. De fato, seja

Kn = {x ∈ Ω, |x| ≤ n, d(x, ∂Ω) ≤ n−1},

pelo Teorema 1.4 existe φn ∈ C∞c (Ω) tal que φn = 1 em uma vizinhança de
Kn.

Assim, dada u ∈ D ′(Ω) defina un = φnu. Note que un ∈ E ′(Ω), para todo
n ∈ N pois supp(un) ⊆ supp(φn) ⊆ Kn que é compacto. Além disso, como
∞⋃
n=1

Kn = Ω então un −→ u em D ′(Ω).

1.4 Mudança de Variáveis

A seguir utilizaremos conceitos abordados em Análise em Rn e Cálculo Avançado,
como a definição de um difeomorfismo e a utilização da matriz Jacobiana no
Teorema de mudança de variável em Rn. Uns dos principais resultados sobre
integração de funções em Rn será apresentado a seguir e posteriormente será
utilizado para a construção de um resultado análogo para distribuições.

Teorema 1.5. Sejam f : Rn 7→ Rn uma função cont́ınua com suporte com-
pacto e U, V ⊂ Rn subconjuntos abertos tais que supp(f) ⊂ V e Φ : U 7→ V
seja um difeomorfismo de classe C1. Então∫

Rn
f(y)dy =

∫
Rn
|JΦ(x)|f(Φ(x))dx,

no qual |JΦ(x)| é o determinante Jacobiano de Φ.
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Seja agora Φ : Ω 7→ Ω um difeomorfismo de classe C∞(Ω), então Φ é uma
bijeção e Φ, Φ−1 são de classe C∞(Ω). Defina o operador

L : C∞c (Ω) 7→ C∞c (Ω)

φ → φ ◦ Φ

Mostremos que L está bem definido, é linear e cont́ınuo.

(i) L está bem definido pois φ ◦ Φ ∈ C∞c (Ω). De fato, basta verificarmos
que φ ◦ Φ tem suporte compacto.

Afirmação: supp(φ ◦ Φ) = Φ−1(supp(φ)).

Seja x ∈ supp(φ ◦Φ), então existe {xj}j tal que xj → x e φ ◦Φ(xj) 6= 0
para todo j ∈ N, o que implica que φ(Φ(xj)) 6= 0 para todo j ∈ N.
Assim temos que Φ(xj) ∈ supp(φ) para todo j ∈ N.

Como (xj) −→ x então Φ(xj) −→ Φ(x), logo Φ(x) ∈ supp(φ) e por-
tanto x ∈ Φ−1(suppφ), finalizando a demonstração da afirmação.

Como Φ é um difeomorfismo , então segue diretamente da afirmação
anterior que φ ◦ Φ é compacto.

(ii) L é linear. De fato, sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e λ ∈ C, então

L(λφ1 + φ2) = (λφ1 + φ2) ◦ Φ

= λ(φ1 ◦ Φ) + (φ2 ◦ Φ)

= λL(φ1) + L(φ2).

(iii) L é cont́ınuo. De fato, seja {φj}j∈N ∈ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em
C∞c (Ω). Mostremos que L(φj) −→ 0 em C∞c (Ω), no qual L(φj) = φj◦Φ.

(a) Seja K tal que supp(φj) ⊂ K, para todo j ∈ N. Como supp(φj ◦
Φ) = Φ−1(suppφj) para todo j ∈ N então supp(φj ◦Φ) ⊂ Φ−1(K),
que é um conjunto compacto .

(b) Primeiramente, observe que se x ∈ Φ−1(K), então φ(x) ∈ K.
Logo,

∂φj
∂yi

(Φ(x)) −→ 0, uniformemente,

ou seja, para todo ε > 0, existe j0 ∈ N tal que∣∣∣∣∂φj∂yi
(Φ(x))

∣∣∣∣ < ε

nc
, para todo j ≥ j0,
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no qual

c =̇ sup
x∈K

1≤i≤n

∣∣∣∣∂Φi

∂xk
(x)

∣∣∣∣ 6= 0.

Aplicando a Regra da Cadeia para |α| = 1, temos que∣∣∣∣∂(φj ◦ Φ)

∂xk
(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂φj
∂yi

(Φ(x))
∂Φ

∂xk
(x)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣∂φj∂yi
(Φ(x))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂Φ

∂xk
(x)

∣∣∣∣
≤ sup

x∈K
1≤i≤n

∣∣∣∣∂Φi

∂xk
(x)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∂φj
∂yi

(Φ(x))

∣∣∣∣∣
≤ c

n∑
i=1

ε

nc
= ε.

Portanto, ∂α [φj ◦ Φ] (x) −→ 0 uniformemente para x ∈ Φ−1(K),
para |α| = 1. O resultado geral decorre por indução.

Encontremos agora o transposto formal de L. Para isso usaremos o Teo-
rema 1.5 com Φ(y) = x ( note que y = Φ−1(x)). Temos que∫

Ω

L(φ)(y)ψ(y)dy =

∫
Ω

φ(Φ(y))ψ(y)dy =

∫
Ω

φ(x)ψ(Φ−1(x)).|JΦ−1(x)|dx.

Assim, defina

L′ : C∞c (Ω) → C∞c (Ω)

ψ → |JΦ−1(x)|(ψ ◦ Φ−1)(x).

Mostremos que L′ é linear e cont́ınuo em C∞c (Ω).

(i) Para facilitar a notação considere J(x) = |JΦ−1(x)|, note que J é uma
função C∞. Assim, sejam φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω) e λ ∈ C, então

L′(λφ1 + φ2) = J(λφ1 + φ2) ◦ Φ−1

= J
[
λ(φ1 ◦ Φ−1) + (φ2 ◦ Φ−1)

]
= λJ(φ1 ◦ Φ−1) + J(φ2 ◦ Φ−1)

= λL(φ1) + L(φ2).
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(ii) Observe que a demonstração da continuidade é análoga a demonstração
da continuidade de L. De fato, basta considerarmos f =̇ Φ−1, assim
como f é um difeomorfismo podemos definir

L2 : C∞c (Ω) 7→ C∞c (Ω)

φ → φ ◦ f.

Então L2 é cont́ınua. Defina L′ = JL2, como J ∈ C∞ e o produto de
C∞ com C∞c é uma função também C∞c então L′ está bem definido e
também é cont́ınua.

Por fim, considerando as hipóteses de difeomorfismo, conclúımos que

< u ◦ Φ, ψ >=< u, |JΦ−1(x)|ψ(Φ−1(x)) > .

Exemplo 1.24 (Translação). Seja a ∈ Rn e defina a translação no ponto a
como

Φ : Rn → Rn

x → x− a

Temos que Φ é de classe C∞ e Φ−1(x) = x + a também é de classe C∞.
Logo, Φ é um difeomorfismo de classe C∞. Além disso,

|JΦ−1(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ−1
1

∂x1

(x)
∂Φ−1

1

∂x2

(x) · · · ∂Φ−1
1

∂xn
(x)

∂Φ−1
2

∂x1

(x)
∂Φ−1

2

∂x2

(x) · · · ∂Φ−1
2

∂xn
(x)

...
...

. . .
...

∂Φ−1
n

∂x1

(x)
∂Φ−1

n

∂x2

(x) · · · ∂Φ−1
n

∂xn
(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

Portanto,

< u ◦ Φ, ψ >=< u, |JΦ−1(x)|ψ(Φ−1(x)) >=< u, ψ(x+ a) > .

Exemplo 1.25 (Reflexão). Seja Ω ⊂ Rn aberto e simétrico com relação a
origem. Considere Φ(x) = −x ∈ C∞c (Ω). Temos que Φ−1(x) = −x ∈ C∞c (Ω).
Logo, Φ é um difeomorfismo.
Como |J(Φ−1)| = |(−1)n| = 1, então

< u ◦ Φ, ψ >=< u, ψ ◦ Φ−1 >=< u, ψ(−x) > .

Passando para a notação usual temos que < ǔ, φ >=< u, φ̌ >.
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1.5 Derivadas e Primitivas

Teorema 1.6. Sejam I ⊆ R um intervalo aberto na reta, denotado por (a, b)
com a, b ∈ R ∪ {±∞} e u ∈ D ′(I) tal que u′ = 0, então u é uma constante.

Demonstração. Primeiramente demonstraremos a seguinte afirmação: se φ ∈
C∞c (I) então existe ψ ∈ C∞c (I) tal que φ é a derivada de ψ, isto é φ = ψ′.
Note que tal implicação equivale a∫ b

a

φ(x)dx = 0.

De fato, suponha que φ(x) = ψ′(x) para todo x ∈ I e que supp(ψ) ⊂ [ã, b̃] ⊂
(a, b). Então, pelo Teorema Fundamental do Cálculo∫ b

a

φ(x)dx =

∫ b

a

ψ′(x)dx
∗
=

∫ b̃

ã

ψ′(x)dx = ψ(b̃)− ψ(ã) = 0.

Reciprocamente, suponha φ ∈ C∞c (I) tal que
∫ b
a
φ(x)dx = 0 e defina ψ : I 7→

R como

ψ(x) =

∫ x

a

φ(t)dt.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos que ψ′(x) = φ(x) para todo x ∈
I, demonstrando assim a equivalência. Para a demonstração da afirmação
defina ψ como anteriormente, mostremos que ψ possui suporte compacto.
Note que supp(φ) ⊆ [ā, b̄] ⊂ (a, b), logo

ψ(x) =

∫ x

a

φ(t)dt =

∫ x

a

0 dt = 0, para todo x ∈ (a, ā].

Além disso, para todo x ∈ [b̄, b) temos que

ψ(x) =

∫ x

a

φ(t)dt

=

∫ b̄

a

φ(t)dt+

∫ x

b̄

φ(t)dt

= 0 +

∫ x

b̄

0 dt = 0.

Portanto supp(ψ) ⊆ supp(φ), o que implica que ψ ∈ C∞c (I), finalizando a
demonstração da afirmação. Antes de darmos continuidade na demonstração
deste teorema observe que na igualdade ∗ utilizamos que supp(ψ′) ⊂ supp(ψ),
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mostremos que tal inclusão é verdadeira. Seja x /∈ supp(ψ), então como
supp(ψ) é um conjunto fechado existe ε > 0 tal que (x− ε, x+ ε) /∈ supp(ψ).
Logo, ψ(y) = 0, para todo y ∈ (x− ε, x + ε). Por Análise na Reta sabemos
que ψ′(y) = 0, para todo y ∈ (x− ε, x+ ε). Assim (x− ε, x+ ε) /∈ supp(ψ′),
o que implica que x /∈ supp(ψ′). Portanto a inclusão é verdadeira. Considere
agora φ0 ∈ C∞c (I) tal que ∫ b

a

φ0(x)dx = 1.

Dada φ ∈ C∞c (I), temos que

φ(x) =

[
φ(x)− φ0(x)

∫ b

a

φ(y)dy

]
+ φ0(x)

∫ b

a

φ(y)dy.

Defina γ(x) = φ(x)− φ0(x)
∫
φ(y)dy, note que∫ b

a

γ(x)dx =

∫ b

a

φ(x)dx−
∫ b

a

φ0(x)dx

∫ b

a

φ(y)dy = 0.

Logo, pela afirmação inicial existe ψ ∈ C∞c (I) tal que γ(x) = ψ′(x), o que
implica que

φ(x) = ψ′(x) + φ0(x)

∫
φ(y)dy.

Logo,

< u, φ >=< u, ψ′ > +

∫
φ(y)dy < u, φ0 > .

Por hipótese < u′, ψ >=< u, ψ′ >= 0, assim

< u, φ > = 0 +

∫
φ(y)dy < u, φ0 >

= < u, φ0 >

∫
φ(y)dy

= < u, φ0 > < 1, φ >

= c < 1, φ >=< c, φ > .

Portanto u é constante.

Corolário 1.2. Seja u ∈ D ′(R) tal que u′ = δ, então u = H(x) + c.
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Demonstração. Lembremos que a função H é a função de Heaviside definida
no Exemplo 1.19, no qual também é provado que T ′H = δ. Note que

< (u− TH)′, φ > = − < u− TH , φ′ >
= − < u, φ′ > + < TH , φ

′ >

= < u′, φ > − < T ′H , φ >

= < δ, φ > − < δ, φ >= 0,

para toda φ ∈ C∞c (R). Pelo Teorema 1.6 temos que u−TH = c, o que implica
u = TH + c e assim observe que essa igualdade é no sentido distribucional,
falta mostrarmos que u pode ser vista também como uma função. Para isso,
note que a distribuição c na verdade pode ser vista como Tc, no qual c é a
função constante. Assim, temos que

u = TH + Tc = TH+c.

Logo, u(x) = H(x) + c, para todo x ∈ R.

Corolário 1.3. Seja u ∈ D ′(I) tal que u(K) = 0, então u é um polinômio
de grau menor ou igual a K − 1. Aqui u(K) denota a K-ésima derivada da
distribuição u.

Demonstração. Mostremos por indução em K.
Para K = 1, segue do Teorema 1.6. Suponha agora que o resultado é válido
para K − 1 derivadas e tome u ∈ D ′(I) tal que u(K) = 0. Defina v = u(K−1),
então v′ = 0. Pelo teorema anterior existe uma constante c tal que v = c em
distribuição. Assim(

u− c. xK−1

(K − 1)!

)(K−1)

= u(K−1) − c.
(

xK−1

(K − 1)!

)(K−1)

= u(K−1) − c
= u(K−1) − v = 0.

Pela hipótese de indução, temos que

u− c. xK−1

(K − 1)!
=

K−2∑
j=0

αjx
j.

Logo,

u =
K−2∑
j=0

αjx
j + c.

xK−1

(K − 1)!
,

portanto u é um polinômio de grau K − 1.
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Observação 1.4. Note que acima derivamos um polinômio no sentido usual.
Para isso, contamos com a hipótese de regularidade da função, ou seja f ∈ C1.
Assim, teremos

< f ′, φ >= −
∫
f(x)φ′(x)dx =

∫
f ′(x)φ(x)dx.

Observe que a derivada ”clássica”e a distribucional coincidem. Porém, ana-
lisemos no próximo exemplo porque é necessário incluirmos tal hipótese.

Exemplo 1.26. Seja f ∈ C1(R− {0}), no qual apresenta uma descontinui-
dade de primeira espécie na origem, isto é, os limites laterais existem mas
são distintos. Note que f ′ existe para todo x ∈ R− {0} e que f ′ ∈ L1

loc(R).
Calculemos agora a derivada de f no sentido estudado das distribuições.

Seja φ ∈ C∞c (R) com supp(φ) ⊂ [−M,M ], então

< (Tf )
′, φ > = − < Tf , φ

′ >

= − lim
ε→0

[∫ −ε
−M

f(x)φ′(x)dx+

∫ M

ε

f(x)φ′(x)dx

]
= lim

ε→0

[∫ −ε
−M

f ′(x)φ(x)dx+

∫ M

ε

f ′(x)φ(x)dx− f(−ε)φ(−ε) + f(ε)φ(ε)

]
=

∫
R
f ′(x)φ(x)dx− f(0−)φ(0) + f(0+)φ(0)

=

∫
R
f ′(x)φ(x)dx+ φ(0).

[
−f(0−) + f(0+)

]
.

Portanto

< (Tf )
′, φ >=< Tf ′ , φ > +

[
−f(0−) + f(0+)

]
< δ, φ >

(Tf )
′ = Tf ′ +

[
−f(0−) + f(0+)

]
δ.

1.6 Partições da Unidade

Definição 1.14. Seja Ω ⊂ Rn aberto. Dizemos que a sequência {φj}j∈I ⊂
C∞c (Ω) é uma partição da unidade se

(i) para todo c ∈ Ω existem uma vizinhança aberta Vc de c e um número
finito de φ1, ..., φn tais que

supp(φk) ∩ Vc 6= 0, k = 1, ..n.
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(ii) 0 ≤ φj(x) ≤ 1, para todo x ∈ Ω e j ∈ I.

(iii)
∑
j∈I

φj(x) = 1, para todo x ∈ Ω.

Observação 1.5. Note que a soma (iii) está bem definida pois pelo item (i)
para cada x ∈ Ω existe um número finito de ı́ndices tal que φj(x) 6= 0, ou
ainda ∑

j∈I

φj(x) =
nx∑
j=1

φj(x).

Definição 1.15 (Partição Subordinada). Sejam Ω ⊂ Rn aberto e V =
{Vα}α∈Λ uma cobertura aberta de Ω. Dizemos que uma partição da unidade
{φj}j∈J está subordinada à V se para todo α ∈ Λ existe j ∈ J tal que

supp(φj) ⊆ Vα.

A seguir utilizaremos um resultado topológico a respeito da cobertura de
um conjunto compacto para garantir a existência de um conjunto de funções
testes que possuem caracteŕısticas importantes para a demonstração da Pro-
posição 1.6

Lema 1.3. Sejam K ⊂ Ω compacto e V1, ..., V` abertos tais que K ⊆
⋃̀
j=1

Vj,

então existem compactos Kj ⊂ Vj para j = 1, ..., ` tais que K ⊂
⋃̀
j=1

Kj.

Teorema 1.7. Sejam K ⊂ Ω compacto e V1, ..., V` abertos tais que K ⊆⋃̀
j=1

Vj. Então existem funções φj ∈ C∞c (Vj) tais que

(i)
∑̀
j=1

φj(x) ≤ 1 ; para todo x ∈
⋃̀
j=1

Vj.

(ii)
∑̀
j=1

φj(x) = 1 em uma vizinhança de K.

(iii) 0 ≤ φj ≤ 1 para todo j = 1, ..., `.
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Demonstração. Pelo Lema 1.3, sejam Kj ⊂ Vj tais que K ⊂
⋃̀
j=1

Kj. Consi-

dere ψj ∈ C∞c (Vj) tais que ψj ≡ 1 em uma vizinhança de Kj para j = 1, ..., `
e defina

φ1 = ψ1,

φ2 = (ψ2)(1− ψ1),
...

φl = ψ`

`−1∏
i=1

(1− ψi).

Afirmação: Se k ≤ `, vale

k∑
i=1

φi = 1− (1− ψ1)(1− ψ2)...(1− ψk).

Mostremos a afirmação por indução. Para k = 1 é evidente. Suponha agora
que seja válido para k − 1, isto é

k−1∑
i=1

φi = 1− (1− ψ1)(1− ψ2)...(1− ψk−1).

Logo,

k∑
i=1

φi =
k−1∑
i=1

φi + φk

= 1− (1− ψ1)(1− ψ2)...(1− ψk−1) + ψk

k−1∏
i=1

(1− ψi)

= 1− (1− ψ1)(1− ψ2)...(1− ψk−1) [1− ψk] ,

provando a afirmação. Note que

∑̀
i=1

φi(x) = 1−
∏̀
i=1

(1− ψi)(x).

Assim, temos que
∑̀
i=1

φi(x) ≤ 1, para todo x ∈
⋃̀
j=1

Vj. Como ψj ≡ 1 em uma

vizinhança Ṽj de Kj e K ⊂
l⋃

j=1

Kj então
∑̀
i=1

φi(x) ≡ 1 em uma vizinhança
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⋃̀
j=1

Ṽj de K. Por fim, como φj(x) = ψj(x)

j−1∏
i=1

(ψi)(x) e cada 0 < ψj < 1 então

0 ≤ φj ≤ 1.

Proposição 1.6. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Ω) tais que para todo c ∈ Ω, existe uma
vizinhança aberta de c, denotada Vc, tal que u1 = u2 em Vc. Então u1 = u2

em Ω.

Demonstração. Considere φ ∈ C∞c (Ω) e K = supp(φ). Como Ω é um con-
junto aberto e K ⊂ Ω então dado p ∈ K existe uma vizinhança Vp ⊂ Ω de p
tal que

K ⊂
⋃
p∈K

Vp.

Por outro lado, como K é compacto, existem finitas vizinhanças V1, V2, ..., V`
tais que

K ⊂
⋃̀
j=1

Vj.

Por hipótese u1 = u2 em Vj, para todo j = 1, ..., `. Defina φj ∈ C∞c (Vj), para
todo j = 1, ..., ` com as propriedades do Teorema 1.7, note que

φ(x) =
∑̀
j=1

φj(x)φ(x) =
∑̀
j=1

ψj(x)

no qual ψj(x) = φj(x)φ(x) possui suporte em Vj. Assim,

< u1, φ > = < u1,
∑̀
j=1

ψj(x) >=
∑̀
j=1

< u1, ψj >

=
∑̀
j=1

< u2, ψj > (pois são iguais em Vj)

= < u2,
∑̀
j=1

ψj(x) >

= < u2, φ > .

Portanto, u1 = u2 em Ω.
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1.7 Suporte de uma Distribuição

Definição 1.16. Seja u ∈ D ′(Ω). Definimos o suporte da distribuição u,
denotado por supp(u), como a intersecção de todos os fechado de Ω fora dos
quais u é nula, isto é

supp(u) = ∩F de tal forma que F ⊂ Ω é fechado e u ≡ 0 em (Ω− F ).

Observação 1.6. Seja A ⊂ Ω um conjunto aberto, então dizemos que u = 0
em A se < u, φ >= 0 para toda φ ∈ C∞c (A). Observe também que supp(u) é
um conjunto fechado pois é uma intersecção qualquer de conjuntos fechados,
logo u = 0 no aberto Ω − supp(u). Por fim, podemos dizer que um ponto
c /∈ supp(u) se, e somente se, existe r > 0 tal que B(c, r) ⊂ Ω − supp(u) e
< u,ϕ >= 0 para todo ϕ ∈ C∞c (B(c, r)).

Proposição 1.7. Seja f ∈ L1
loc(Ω) então supp(Tf ) ⊂ supp(f).

Demonstração. Seja c ∈ Ω− supp(f). Queremos mostrar que c /∈ supp(Tf ).
Como Ω − supp(f) é um conjunto aberto existe r > 0 tal que B(c, r) ⊂
Ω− supp(f). Mostremos agora que

< Tf , φ >= 0 , para toda φ ∈ C∞c (B(c, r)).

Como φ ∈ C∞c (B(c, r)) e (B(c, r)) ∩ supp(f) = ∅ então φ = 0 em supp(f).
Por outro lado, como f = 0 em Ω− supp(f), então f(x)φ(x) = 0 para todo
x ∈ Ω. Assim,

< Tf , φ > =

∫
f(x)φ(x)dx = 0, para toda φ ∈ C∞c (B(c, r)).

Logo, c /∈ supp(Tf ).

Proposição 1.8. Sejam f ∈ L1
loc(Ω), então supp(f) ⊂ supp(Tf ).

Demonstração. Seja c ∈ Ω− supp(Tf ). Mostremos que c ∈ Ω− supp(f).
Como c /∈ supp(Tf ), que é um conjunto fechado, então existe r > 0 tal que
B(c, r) ⊂ Ω− supp(Tf ) e

< Tf , φ > = 0 = < 0, φ >, para toda φ ∈ C∞c (B(c, r)).

Pela Proposição 1.3 temos que f(x) = 0 para todo x ∈ B(c, r) e portanto
c ∈ Ω− supp(f).

Assim, pelas Proposições 1.7 e 1.8, conclúımos que supp(Tf ) = supp(f)
para toda f ∈ L1

loc.
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Definição 1.17. Seja Ω ⊂ Rn. Denotamos por E ′(Ω) o subconjunto de
D ′(Ω) tal que as distribuições possuem suporte compacto.

Exemplo 1.27. Seja δ ∈ D ′(R) a distribuição Delta de Dirac, estudada no
Exemplo 1.13. Então supp(δ) = {0} e assim δ ∈ E ′(R).

Demonstração. Demonstremos por inclusão de conjuntos.

(i) supp(δ) ⊂ {0}.
Como R − {0} é um conjunto aberto, então dado p ∈ R − {0}, existe
ε > 0 tal que (p − ε, p + ε) ⊂ R − {0}. Ademais, para toda φ ∈
C∞c ((p− ε, p+ ε)), temos que

< δ, φ >= φ(0) = 0.

Logo p /∈ supp(δ) e portanto supp(δ) ⊂ {0}.

(ii) {0} ⊂ supp(δ).
Seja supp(δ) = ∩F de tal forma que δ = 0 em R− F . Mostremos que
0 ∈ ∩F . Para isso, suponha por absurdo que exista F̃ tal que δ = 0
em R− F̃ mas que 0 /∈ F̃ . Logo,

< δ, φ >= φ(0) = 0 , para toda φ ∈ C∞c (R− F̃ )

Como 0 ∈ R− F̃ que é um conjunto aberto, então existe ε > 0 tal que
(−ε, ε) ⊂ R−F̃ . Pelo Teorema 1.4, podemos construir φ̃ ∈ C∞c ((−ε, ε))

tal que φ̃ ≡ 1 em uma vizinhança de

[
−ε
2
,
ε

2

]
. Logo

< δ, φ̃ >= φ̃(0) = 1 o que é uma contradição.

Exemplo 1.28. Seja f : R 7→ R definida como f(x) = c (com c 6= 0).
Note que f ∈ L1

loc(R) e Tf : C∞c (R) 7→ C é uma distribuição que pertence a
D ′(R). Por outro lado, vimos que supp(Tf ) = supp(f), que por sua vez não
é limitado, pois

lim
|x|→+∞

f(x) = c.

Portanto Tf /∈ E ′(R) e assim E ′(R) ( D ′(R).

Definição 1.18. Sejam U ⊂ Ω um conjunto aberto e u ∈ D ′(Ω). Dizemos
que u ∈ C∞(U) se existe uma função f ∈ C∞(U) tal que

< u, φ >=

∫
f(x)φ(x)dx =< Tf , φ > para toda φ ∈ C∞c (U).
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Teorema 1.8. Seja u ∈ E ′(Ω), então existe um único funcional linear ũ :
C∞(Ω) 7→ C tal que

(i) ũ(φ) = u(φ) , para toda φ ∈ C∞c (Ω).

(ii) ũ(φ) = 0 se φ ∈ C∞(Ω) e supp(φ) ∩ supp(u) = ∅.

Demonstração. Vamos inicialmente provar a unicidade. Para isso suponha-
mos que existam dois funcionais ũ1 e ũ2 que verifiquem (i) e (ii), e seja
ψ ∈ C∞c (Ω) igual a 1 numa vizinhança do supp(u), (lembre-se novamente
que sua existência é garantida pelo Teorema 1.4). Se φ ∈ C∞c (Ω), então
podemos escrever

φ = φψ + (1− ψ)φ =̇ φ1 + φ2

No qual φ1 ∈ C∞c (Ω) e supp(φ2) ∩ supp(u) = ∅. Então

ũ1(φ) = ũ1(φ1) + ũ1(φ2) = u(φ1) = ũ2(φ1) + ũ2(φ2) = ũ2(φ),

o que prova a unicidade.

Para provarmos a existência, seja φ ∈ C∞(Ω) e tome a seguinte decom-
posição: φ = φ0 +φ1, no qual φ0 ∈ C∞c (Ω) e supp(φ1)∩ supp(u) = ∅. Defina
ũ : C∞(Ω) 7→ C por

< ũ, φ >=< u, φ0 >

Tome agora outra decomposição de φ: φ = φ′0+φ′1. Note que φ0−φ
′
0 = φ1−φ

′
1.

Como

supp(φ1) ∩ supp(u) = ∅ e supp(φ′1) ∩ supp(u) = ∅
⇒ supp(φ1 − φ

′

1) ∩ supp(u) = ∅
⇒ supp(φ0 − φ

′

0) ∩ supp(u) = ∅

Como φ0−φ
′
0 está suportada em um aberto onde u se anula então u(φ0−

φ
′
0) = 0, ou seja < u, φ0 >=< u, φ

′
0 >. Logo a definição de ũ independente

da decomposição escolhida e portanto ũ existe e está bem definida.

Definição 1.19. Dizemos que uma sequência {φj}j de funções C∞(Ω) con-
verge a zero em C∞(Ω) se, para todo K ⊂ Ω compacto e para todo α ∈ Zn
(multi-́ındice) ∂αφj −→ 0 uniformemente em K quando j −→∞.

Observação 1.7. Seja {φj}j ⊂ C∞c (Ω) tal que φj −→ 0 em C∞c (Ω), então
φj −→ 0 em C∞(Ω).

De fato, pela definição de convergência em C∞c (Ω), existe um compacto
K̃ tal que ∂αφj −→ 0 uniformemente em K, para todo α ∈ Zn. Assim, seja
K ⊂ Ω um compacto qualquer, podemos estudar os dois seguintes casos:
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a) Se K ∩ K̃ = ∅, então φj = 0 em K̃ para todo j ∈ N. Logo ∂αφj(x) = 0
para todo x ∈ K̃, para todo α multi-́ındice e para todo j ∈ N. Portanto
φj −→ 0 em C∞(Ω).

b) Se K ∩ K̃ 6= ∅, então φj = 0 em K̃ − (K ∩ K̃) e ∂αφj −→ 0 uni-
formemente em K ∩ K̃, para todo α ∈ Zn. Portanto φj −→ 0 em
C∞(Ω).

A seguir mostraremos que a rećıproca da Observação 1.7 é falsa.

Exemplo 1.29. Considere Ω = R e defina φj(x) =
φ0(jx)

2j
, no qual φ0 = 1

se |x| ≤ 1
2

e supp(φ0) ⊆ [−1, 1]. Note que

|φ(k)
j (x)| = |2−jjkφ(k)

0 (jx)| ≤ Cjk2−n −→ 0

uniformemente em x ∈ R. Por outro lado,[
−j
2
,
j

2

]
⊆ supp(φj)

e portanto não existirá um compacto K tal que supp(φj) ⊆ K para todo
j ∈ N.

Por fim, conclúımos que φj −→ 0 em C∞(Ω) mas não converge em C∞c (Ω).

A partir daqui veremos teoremas de equivalência da continuidade de fun-
cionais definidos em distintos domı́nios. Tais resultados serão utilizados a
seguir para definirmos uma condição para que um funcional u ∈ D ′(Ω) tenha
suporte compacto, ou seja, u ∈ E ′(Ω).

Teorema 1.9. Seja u um funcional linear em C∞(Ω). As condições seguin-
tes são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo.

(ii) Existem um compacto K ⊂ Ω, uma constante C > 0 e um m ∈ N tais
que

| < u, φ > | ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αφ(x)|, φ ∈ C∞(Ω). (1.3)

Demonstração. Suponha que (ii) seja verdade e que φj −→ 0 em C∞, as-
sim as derivadas até a ordem m de φj convergem à zero uniformemente em
qualquer compacto e portanto∑

|α|≤m

sup
x∈K
|∂αφj(x)| −→ 0.
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Pelo Teorema do Confronto, aplicado em 1.3, conclúımos que < u, φj >−→ 0
quando j −→∞, logo u é cont́ınuo.

Suponha agora que a estimativa 1.3 seja falsa para qualquer conjunto
compacto K e quaisquer constantes c e m, queremos mostrar que u não é
um funcional cont́ınuo em C∞. Para isso, defina

Kn =

{
x ∈ Ω, |x| ≤ n e d(x, ∂Ω) ≥ 1

n

}
.

Provamos na demonstração da Proposição 1.3 que Kn é compacto, para todo
n ∈ N e que

∞⋃
i=1

Ki = Ω.

Logo, dado um K ⊂ Ω compacto, então existe n0 ∈ N tal que K ⊂ Kn0 .
Tome C = m = n e K = Kn, então existe uma função φn ∈ C∞(Ω) tal que

rn =̇ |< u, φn >| > n
∑
|α|≤n

sup
x∈Kn

|∂αφn(x)|.

Note que rn > 0. Continuando, defina ψn =
φn
rn

e observe que ψn −→ 0 em

C∞(Ω). Por fim, dado um K compacto e β multi-́ındice, escolhemos ñ ∈ N
tal que ñ > |β| e que K ⊆ Kñ. Logo,

sup
x∈K
|∂βψn(x)| ≤

∑
|α|≤ñ

sup
x∈Kñ

|∂αψñ(x)| = 1

rñ

∑
|α|≤ñ

sup
x∈Kñ

|∂αψñ(x)| < 1

ñ
.

Por outro lado, |< u, ψn > | = |r−1
n < u, φn > | = 1, o que contradiz a

continuidade de u.

Teorema 1.10. Seja u um funcional linear em C∞c (Ω). As condições se-
guintes são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo.

(ii) Para cada compacto K ⊂ Ω, existem uma constante C > 0 e um m ∈ N
tais que

|< u, φ >| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αφ(x)|, φ ∈ C∞(Ω) e supp(φ) ⊆ K. (1.4)
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Demonstração. Se φj −→ 0 em C∞c (Ω) e K0 ⊂ Ω um conjunto compacto tal
que supp(φj) ⊆ K0, para todo j ∈ N. Logo, basta tomarmos a estimativa
1.4 com K = K0 para vermos que < u, φj >−→ 0 em C∞c (Ω), mostrando a
continuidade do funcional u.
De maneira análoga a demonstração do teorema anterior, suponha que tal
estimativa seja falsa e considere C = m = n, podemos encontrar ψn tal que
| < u, ψn > | = 1, supp(ψn) ⊆ K e∑

|α|≤n

sup |∂αψn| <
1

n
.

Então ψn −→ 0 em C∞c (Ω) mas < u, ψn >6−→ 0, o que contradiz (i).

Teorema 1.11. Seja u um funcional linear em C∞c (Ω), ou seja, u ∈ D ′(Ω).
As condições seguintes são equivalentes:

(i) u ∈ E ′(Ω), isto é, supp(u) é compacto.

(ii) Existe um funcional linear cont́ınuo v ∈ C∞(Ω) tal que v(φ) = u(φ)
para toda φ ∈ C∞c (Ω). Ou seja, v restrito à C∞c (Ω) é o funcional u.

Demonstração. (i) =⇒ (ii)
Se u ∈ E ′(Ω), então pelo Teorema 1.8 podemos estender u a funcional ũ em
C∞(Ω). Seja ψ ∈ C∞c (Ω) um funcional tal que ψ(x) = 1 numa vizinhança
de supp(u), logo ũ(φ) = u(φψ) para toda φ ∈ C∞(Ω). Aplicando o Teorema
1.10 a u com K0 = supp(ψ) obtemos para certos C > 0, m ∈ N e para
φ ∈ C∞(Ω) arbitrária:

| < ũ, φ > | = | < ũ, φψ > |
≤ C

∑
|α|≤m

sup
x∈K0

|∂α(ψφ)(x)|

≤ ˜̃C
∑
|α|≤m

sup
x∈K0

|∂αφ|.

A última desigualdade se obtém calculando ∂α(ψφ) pela regra de Leibniz,
do seguinte modo:

∂α(ψφ)(x) =
∑
|γ|≤|α|

Cα,γ ∂
γφ(x) ∂γ−αψ(x),
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o que implica que

|∂α(ψφ)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|γ|≤|α|

Cα,γ ∂
γφ(x) ∂γ−αψ(x)

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
|γ|≤|α|

Cα,γ|∂γφ(x)|.|∂γ−αψ(x)|

≤
∑
|γ|≤|α|

Cα,γ|∂γφ(x)|. sup
x∈K0

|∂γ−αψ(x)|

=
∑
|γ|≤|α|

C̃α,γ,ψ|∂γφ(x)|.

Ou seja, os supremos das derivadas de ψ são absorvidos na constante C̃.
Logo, ∑

|α|≤m

sup
x∈K0

|∂α(ψφ)(x)| ≤
∑
|α|≤m

sup
x∈K0

∑
|γ|≤|α|

C̃α,γ,ψ|∂γφ(x)|

=
∑
|α|≤m

∑
|γ|≤|α|

C̃α,γ,ψ sup
x∈K0

|∂γφ(x)|

=
∑
|α|≤m

˜̃Cα,ψ sup
x∈K0

|∂γφ(x)|

= ˜̃C
∑
|α|≤m

sup
x∈K0

|∂γφ(x)|.

Pelo Teorema 1.9 o funcional ũ é cont́ınuo em C∞(Ω), assim basta definir
v = ũ para obter (ii).

(ii) =⇒ (i)
Pelo Teorema 1.9 existem C,m,K tais que

| < v, φ > | ≤ C
∑
|α|≤m

supp
x∈K
|∂αφ(x)| , φ ∈ C∞(Ω).

Se φ ∈ C∞c (Ω) e supp(φ) ∩K = ∅, então

| < u, φ > | = | < v, φ > | ≤ C
∑
|α|≤m

supp
K
|∂αφ| = 0.

Logo, supp(u) ⊆ K e u ∈ E ′(Ω).
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Observação 1.8. A partir dos resultados anteriores podemos concluir que,
dado um aberto Ω ⊂ Rn, C∞c (Ω) é denso em C∞(Ω), e mais que isso, podemos
identificar E ′(Ω) como

E ′(Ω) = {u : C∞(Ω) 7→ C, u é um funcional linear cont́ınuo}.

De fato, observe que os compactos Kn definidos na demonstração do
Teorema 1.9 é uma sequência de conjuntos que cobre Ω, e seja ψn ∈ C∞c (Ω)
tal que ψn(x) = 1 em uma vizinhança de Kn. Logo, dada φ ∈ C∞(Ω), defina
a sequência φn=̇ψnφ ∈ C∞c (Ω). Note que φn −→ φ em C∞(Ω) e portanto
C∞c (Ω) é denso em C∞(Ω).

Além disso, pela densidade, conclúımos que o funcional v do Teorema
1.11 é único e portanto E ′(Ω) é o espaço dos funcionais lineares cont́ınuos
em C∞(Ω).

Definição 1.20 (Suporte Singular). Definimos o suporte singular de uma
distribuição u como a intersecção de todos os fechados de Ω fora dos quais u
é C∞ e denotamos

sing supp(u) =
⋂
α

Fα com u ∈ C∞ em (Ω− F ).

Logo, sing supp(u) ⊂ supp(u).

1.8 Convolução de Distribuições

Definição 1.21. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn), definimos a convolução
de u e φ como a função u ∗ φ : Rn 7→ C dada por

(u ∗ φ)(y) = < u, φ̌y >, para todo y ∈ Rn,

no qual φ̌y(x) = φ(y − x), para todo x ∈ Rn.
Definimos da mesma forma a convolução de u ∈ E ′(Rn) com φ ∈ C∞(Rn).

Observação 1.9. Observe que a definição de convolução de função e de
distribuição coincidem para distribuições definidas como em 1.18. Ou ainda,
sejam φ ∈ C∞c (Rn) e u uma distribuição que pertença a C∞(Rn), então existe
uma função f ∈ C∞(Rn) tal que u = Tf . Mostremos que Tf ∗ φ = f ∗ φ.

(Tf ∗ φ)(y) = < Tf , φ̌y >

=

∫
Rn
f(x)φ̌y(x) dx =

∫
Rn
f(x)φ(y − x) dx

=

∫
Rn
f(y − z)φ(z) dz = (f ∗ φ)(y), para todo y ∈ Rn.
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No qual na penúltima igualdade utilizamos a seguinte mudança de variável:
z = y − x.

Exemplo 1.30. Seja φ ∈ C∞c (Rn) e δ ∈ D ′(Rn) a distribuição Delta de
Dirac, então δ ∗ φ = φ. De fato,

(δ ∗ φ)(y) = < δ, φ̌y > = φ̌y(0)

= φ(y − 0) = φ(y), para todo y ∈ Rn.

Portanto δ ∗ φ = φ.

Teorema 1.12. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn). Então

(i) u ∗ φ ∈ C∞(Rn) e suas derivadas são dadas por

Dα(u ∗ φ) = (Dαu) ∗ φ = u ∗ (Dαφ). (1.5)

(ii) supp(u∗φ) ⊆ supp(u)+supp(φ) = {x+y, x ∈ supp(u) e y ∈ supp(φ)}.

Demonstração. (i) Primeiramente, note que φ̌y ∈ C∞c (Rn), para todo y ∈
Rn. De fato, como φ̌y é uma composição de φ ∈ C∞c (Rn) com f ∈
C∞(Rn) dada por f(x) = y − x, então φ̌y ∈ C∞c (Rn) pela própria
definição de função teste.
Seja {yj}j ∈ Rn tal que yj −→ y0, então φ(yj − x) −→ φ(y0 − x)
pontualmente. Mostremos que existe K compacto tal que supp(φyj) ⊂
K, para todo y ∈ N. Como (yn)n é uma sequência convergente em Rn

então é limitada, ou ainda, existe M > 0 tal que yj ∈ B(y0,M), para
todo j ∈ N. Por outro lado, como φ ∈ C∞c (Rn) então o suporte da
φ também é limitado, ou seja existe r > 0 tal que supp(φ) ⊂ B(0, r).
Pela definição temos que φyj(x) = φ(yj − x), logo seja x ∈ supp(φyj),
então yj − x ∈ supp(φ), o que implica que yj − x ∈ B(0, r), portanto
xB(yj, r). Assim, temos que

supp(φyj) ⊂ B(yj, r)

⊂ B(yj, r + |yj − y0|)
⊂ B(yj, r +M)

⊂ B[yj, r +M ], para todo j ∈ N.

Por fim, defina K = B[yj, r+M ], note que K é um conjunto compacto
tal que supp(φyj) ⊂ K, para todo k ∈ N. Conclúımos assim que
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φ(yj − x) −→ φ(y0 − x) em C∞c . Pela continuidade da distribuição u
temos que

(u ∗ φ)(yj) =< u, φ̌yj >−→< u, φ̌y0 >= (u ∗ φ)(y0).

Portanto u∗φ é uma função cont́ınua. Mostremos agora que a igualdade
1.5 é válida para α = ej, para isso considere o quociente de Newton na
direção do vetor ej

(u ∗ φ)(y + hej)− (u ∗ φ)(y)

h
=

< u, φ̌y+hej > − < u, φ̌y >

h

=
< u, φ̌y+hej − φ̌y >

h

=
< u, φ(y + hej − x)− φ(y − x) >

h

Aplicando o limite temos que

∂xj(u ∗ φ)(y) =< u, ∂xj(φ)(y − x) >= u ∗ (∂xjφ)(y).

Por outro lado, pela regra da cadeia

∂xj φ̌y(x) = ∂xjφ(y − x)∂xj(y − x) = −∂xjφ(y − x).

Logo,

< u, ∂xjφ(y − x) >= − < u, ∂xj φ̌y(x) >=< ∂xju, φ̌y >= (∂xju) ∗ φ(y).

Portanto,
∂xj(u ∗ φ) = (∂xju) ∗ φ = u ∗ (∂xjφ).

Por indução conclúımos que

∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ = u ∗ (∂αφ), para todo α multi-́ındice.

Por fim, observe que pela igualdade acima conclúımos que u ∗ φ ∈
C∞(Rn).

(ii) Seja y ∈ supp(u ∗ φ), logo temos duas situações

(a) (u ∗ φ)(y) 6= 0.
Note que (u ∗ φ)(y) =< u, φ̌y(x) >6= 0, para todo x ∈ Rn. Logo,
x ∈ supp(u). Por outro lado, < u, φ̌y >=< u, φ(y−x) >6= 0. Pela
linearidade de u temos que φ(y − x) >6= 0, logo y − x ∈ supp(φ).
Portanto, como y = x + (y − x) conclúımos que supp(u ∗ φ) ⊆
supp(u) + supp(φ).
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(b) Existe uma sequência yj tal que yj −→ y e (u ∗ φ)(yj) 6= 0 para
todo j ∈ N.
Pelo item anterior vemos que yj = xj +(yj−xj), para todo j ∈ N,
no qual xj ∈ supp(u) e yj − xj ∈ supp(φ). Como os suportes
são conjuntos fechados então existe x ∈ supp(u) tal que xj −→
x, além disso yj − xj −→ y − x, que pertence ao suporte de
φ. Novamente, vemos que y = x + (y − x) e conclúımos que
supp(u ∗ φ) ⊆ supp(u) + supp(φ).

Note que os resultados do teorema anterior valem também para u ∈
E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn).

Teorema 1.13. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ, ψ ∈ C∞c (Rn), então

(u ∗ φ) ∗ ψ = u ∗ (φ ∗ ψ).

Demonstração. Dado ε > 0, considere as somas de Riemann

sε(x) = εn
∑
m

φ(x− εm)ψ(εm),

no qual m ∈ Zn. Então supp(sε) ⊆ supp(φ) + supp(ψ) = K compacto (fixo)
e para cada α multi-́ındice temos que

Dαsε(x) = εn
∑
m

(Dαφ)(x− εm)ψ(εm) −→ (Dαφ ∗ φ)(x) = Dα(φ ∗ ψ)(x).

Portanto

u∗(φ∗ψ)(x) = lim
ε→0

(u∗sε)(x) = lim
ε→0

∑
m

(u∗φ)(x−εm)ψ(εm) = (u∗φ)∗ψ(x).

Teorema 1.14. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn) tal que φ ≥ 0 e
∫
φ = 1.

Então para cada ε > 0 temos que u ∗ φε −→ u em D ′(Rn).

Demonstração. Lembremos que para cada ε > 0 definimos φε = ε−nφ
(x
ε

)
.

Utilizemos a seguinte notação: ψ̌(x) = ψ(−x), note que

(u ∗ ψ̌)(0) =< u, ψ̌(0− x) >=< u, ψ(x) >=< u, ψ > .

Assim, pela igualdade anterior e pelo Teorema 1.13 temos que

< u ∗ φε, ψ > = (u ∗ φε) ∗ ψ̌(0) = u ∗ (φε ∗ ψ̌)(0)

= < u, (φε ∗ ψ̌)(−x) >=< u, (φε ∗ ψ̌)ˇ> .
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Observe agora que pelo Teorema 1.2 temos φε ∗ ψ̌ −→ ψ̌ em C∞c (Rn) quando
ε −→ 0, o que implica que (φε ∗ ψ̌)ˇ−→ ψ em C∞c (Rn). Portanto para cada
ψ ∈ C∞c (Rn) temos que

lim
ε→0

< u ∗ φε, ψ >=< u, ψ >,

ou ainda u ∗ φε −→ u em D ′(Rn).

Corolário 1.4. Seja Ω ⊆ Rn um conjunto aberto, então C∞c (Ω) é denso em
D ′(Ω).

Demonstração. Como vimos anteriormente E ′(Ω) ⊂ D ′(Ω) pela definição
de E ′(Ω), mostremos inicialmente que C∞c (Ω) é denso em E ′(Ω). Sejam
u ∈ E ′(Ω) e φε como no teorema anterior, então pelo Teorema 1.12 temos
que

supp(u ∗ φε) ⊆ supp(u) + supp(φε) = K compacto.

Além disso, pelo mesmo teorema temos que u ∗ φε ∈ C∞(Ω). Conclúımos
que u ∗ φε ∈ C∞c (Ω). Como u ∗ φε −→ u em D ′(Ω) então C∞c (Ω) é denso em
E ′(Ω).

Por outro lado, pelo Exemplo 1.23 temos que E ′(Ω) é denso em D ′(Ω),
finalizando nossa demonstração.

Observação 1.10. Na demonstração acima utilizamos resultados em Ω que
a priori foram demonstrados para todo Rn. Tal aplicação ainda é válida
pois podemos estender as funções testes como função nula fora de Ω. Com
isso tais funções permanecem bem definidas e aplicamos os resultados em
Rn. Posteriormente voltamos ao domı́nio restrito de Ω, visto que fora dele
as funções permanecem nulas.

Exemplo 1.31. Seja φ ∈ C∞c (Rn) tal que φ(x) ≥ 0, para todo x ∈ Rn e∫
Rn
φ(x) dx = 1. Defina φε como anteriormente, então φε −→ δ quando

ε −→ 0.
De fato, pelo Teorema 1.14 temos que δ ∗φε −→ δ em D ′(Rn). Por outro

lado, sabemos que δ ∗ φε = φε para todo ε > 0. Portanto φε converge a
distribuição Delta de Dirac.

O seguinte resultado é uma generalização do exemplo anterior.

Proposição 1.9. Seja {fj}j uma sequência de funções positivas em L1(Rn)
tais que

(i)

∫
Rn
fj(x) dx −→ 1 quando j −→∞.
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(ii) Para todo a ∈ R+,

∫
B(0,a)c

fj(x) dx −→ 0 quando j −→∞.

Então fj −→ δ em D ′(Rn).

Demonstração. Basta mostrarmos que para cada φ ∈ C∞c (Rn), < Tfj , φ >−→
φ(0). De fato,

| < Tfj , φ > | =

∣∣∣∣∫
Rn
fj(x)φ(x) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|fj(x)φ(x)| dx

=

∫
B(0,a)

fj(x)|φ(x)| dx+

∫
B(0,a)c

fj(x)|φ(x)| dx

=

∫
B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − φ(0)) dx

+ φ(0)

∫
B(0,a)

fj(x) dx+

∫
B(0,a)c

fj(x)|φ(x)| dx.

Analisemos a primeira integral∫
B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − φ(0)) dx ≤
∫
B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − |φ(0)|) dx

≤
∫
B(0,a)

fj(x)|φ(x)− φ(0)| dx

≤
∫
B(0,a)

fj(x)|x| sup
y∈[0,x]

| 5 φ(y)| dx

≤ a

∫
Rn
fj(x) sup

y∈[0,x]

| 5 φ(y)| dx

= a ‖5φ‖L∞ ‖fj‖L1 <∞, para todo j ∈ N.

Como fj −→ 1 em norma L1, então ‖fj‖L1 é limitada por uma constante
positiva, digamos M . Defina C =̇ ‖5φ‖L∞M , se C = 0 então é imediato
que ∫

B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − φ(0)) dx −→ 0,

caso contrário, para cada ε > 0 dado tomemos a =
ε

C
. Logo,∫

B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − φ(0)) dx ≤ ε, para todo ε > 0.
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Portanto ∫
B(0,a)

fj(x)(|φ(x)| − φ(0)) dx −→ 0.

Analisemos agora a segunda integral∫
B(0,a)

fj(x) dx =

∫
Rn
fj(x) dx−

∫
B(0,a)c

fj(x) dx.

Por hipótese, temos que

lim
j→∞

∫
B(0,a)

fj(x) dx = lim
j→∞

∫
Rn
fj(x) dx− lim

j→∞

∫
B(0,a)c

fj(x) dx = 1− 0 = 1.

Portanto ∫
B(0,a)

fj(x) dx −→ 1.

Por fim, analisemos a terceira integral∫
B(0,a)c

fj(x)|φ(x)| dx ≤ ‖φ‖L∞
∫
B(0,a)c

fj(x) dx.

Se ‖φ‖L∞ = 0 então é direto que∫
B(0,a)c

fj(x)|φ(x)| dx −→ 0,

caso contrário, para cada ε > 0 dado, note que existe j0 ∈ N tal que∫
B(0,a)c

fj(x) dx ≤ ε

‖φ‖L∞
, para todo j ≥ j0.

Logo, ∫
B(0,a)c

fj(x)|φ(x)| dx −→ 0.

Portanto conclúımos que

lim
j→∞

< Tfj , φ > = lim
j→∞

[∫
B(0,a)

fj(x)(φ(x)− φ(0)) dx

+ φ(0)

∫
B(0,a)

fj(x) dx+

∫
B(0,a)c

fj(x)φ(x) dx

]
= φ(0).
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A seguir apresentaremos um resultado necessário para definirmos a con-
volução de duas distribuições, além disso veremos quais propriedades serão
mantidas com nossa nova definição.

Definição 1.22. Seja h ∈ Rn, defina Th : C∞c (Rn) 7→ C∞c (Rn) o operador
translação. Isto é, dada φ ∈ C∞c (Rn)

Thφ(x) = φ(x− h), para todo x ∈ Rn.

Proposição 1.10. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn) ou u ∈ E ′(Rn) e
φ ∈ C∞(Rn) então para cada h ∈ Rn temos que

Th[u ∗ φ](x) = u ∗ [Thφ](x), para todo x ∈ Rn.

Demonstração. Sejam h, a ∈ Rn, então

Th[u ∗ φ](a) = u ∗ φ(a− h) =< u, ˇφa−h(x) >

= < u, φ(a− h− x) >=< u, φ(a− x− h) >

= < u, Thφ(a− x) >=< u, [Thφ]ˇa(x) >

= u ∗ [Thφ](a).

Como h, a são arbitrários, o resultado segue.

Teorema 1.15. Seja U : C∞c (Rn) 7→ C∞(Rn) um operador linear cont́ınuo
que comuta com Th, para todo h ∈ Rn. Então existe um único u ∈ D ′(Rn)
tal que Uφ = u ∗ φ, para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Demonstração. Defina o funcional u : C∞c (Rn) 7→ C dado por

< u, φ > = Uφ̌(0), para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Note que a linearidade e a continuidade do funcional u é garantida pela
linearidade e continuidade dos operadores U e ˇ . Além disso, por hipótese
UTh = ThU , para todo h ∈ Rn. Fixe h ∈ Rn arbitrário e tome φ ∈ C∞c (Rn),
note que

(T−hφ)ˇ (x) = T−hφ (−x) = φ(−x− (−h))

= φ(h− x) = φ̌h(x).

Logo,

Uφ(h) = T−h[Uφ](0) = U [T−hφ](0)

= < u, (T−hφ)ˇ(x) >

= < u, φ̌h > = (u ∗ φ)(h).

61



Como h é arbitrário então Uφ = u∗φ. Suponha agora que exista um funcional
v ∈ D ′(Rn) tal que Uφ = v ∗ φ, para toda φ ∈ C∞c (Rn), logo

(u ∗ φ)(h) = (v ∗ φ)(h), para todo h ∈ Rn e para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Seja ψ ∈ C∞c (Rn) e para cada h ∈ Rn defina φ=̇ψ̌h. Note que φ ∈ C∞c (Rn) e
que φ̌h = ψ. Assim

< u, ψ > = < u, φ̌h > = u ∗ φ
= v ∗ φ = < v, φ̌h > = < v, ψ > .

Logo u = v em distribuição.

Definição 1.23. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Rn) tais que pelo menos um deles te-
nha suporte compacto, digamos u2. Definimos v = u1 ∗ u2 como a única
distribuição tal que u1 ∗ (u2 ∗ φ) = v ∗ φ, para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Antes de mostrarmos que v está bem definida, lembremos de maneira
didática que

(i) u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn)⇒ u ∗ φ ∈ C∞(Rn).

(ii) u ∈ E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn)⇒ u ∗ φ ∈ C∞(Rn).

(iii) u ∈ E ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn)⇒ u ∗ φ ∈ C∞c (Rn).

(iv) u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn)⇒ u ∗ φ não está bem definido.

Assim, se u2 ∈ E ′(Rn) então u2 ∗ φ é uma função que pertence a C∞c (Rn),
logo u1 ∗ (u2 ∗ φ) é uma função que pertence a C∞(Rn) e está bem definida.
Além disso, observe que o operador U dado por Uφ = u1 ∗ (u2 ∗ φ) é um
operador cont́ınuo que comuta com Th, para todo h ∈ Rn. De fato, pela
Proposição 1.10 temos que

U [Thφ] = u1 ∗ [u2 ∗ (Thφ)]

= u1 ∗ [Th(u2 ∗ φ)]

= Th[u1 ∗ (u2 ∗ φ)]

= Th[Uφ].

Logo, pelo Teorema 1.15 v existe e é único.

Antes de darmos continuidade com exemplos e teoremas lembremos a
seguinte igualdade desenvolvida na demonstração do Teorema 1.14

< u, φ >= (u ∗ φ̌)(0),

sempre que u ∈ D ′(Rn) e φ ∈ C∞c (Rn) ou quando u ∈ E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn).
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Exemplo 1.32. Seja u ∈ D ′(Rn) e δ ∈ E ′(Rn) a distribuição Delta de Dirac.
Para cada φ ∈ C∞c (Rn) temos que

< u ∗ δ, φ > = (u ∗ δ) ∗ φ̌(0) =̇ u ∗ (δ ∗ φ̌)(0)

= u ∗ φ̌(0) = < u, φ > .

Logo, u ∗ δ = u em distribuição. De maneira análoga

< δ ∗ u, φ > = (δ ∗ u) ∗ φ̌(0) =̇ δ ∗ (u ∗ φ̌)(0)

= u ∗ φ̌(0) = < u, φ > .

Portanto, δ ∗ u = u em distribuição.

Teorema 1.16. Sejam u1 ∈ E ′(Rn) e u2 ∈ D ′(Rn), então

(i) u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1.

(ii) supp(u1 ∗ u2) ⊆ supp(u1) + supp(u2).

Demonstração. (i) Sejam φ, ψ ∈ C∞c (Rn), suponha por enquanto que a
identidade abaixo seja verdadeira

(u1 ∗ u2) ∗ (φ ∗ ψ) = (u2 ∗ u1) ∗ (φ ∗ ψ). (1.6)

Para cada ε > 0 tome ψ = φε assim como no Teorema 1.2. Note que
φ ∗ φε −→ φ uniformemente quando ε −→ 0. Aplicando o limite na
Identidade 1.6 temos que

[(u1 ∗ u2) ∗ φ](x) = [(u2 ∗ u1) ∗ φ](x), para todo x ∈ Rn.

Em particular para x = 0 temos que

[(u1 ∗ u2) ∗ φ](0) = [(u2 ∗ u1) ∗ φ](0),

isto é,

< u1 ∗ u2, φ̌ > = < u2 ∗ u1, φ̌ > , para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Para cada φ ∈ C∞c (Rn) defina ϕ = φ̌. Note que ϕ ∈ C∞c (Rn) e que
ϕ̌ = φ, logo

< u1 ∗ u2, φ > = < u1 ∗ u2, ϕ̌ >

= < u2 ∗ u1, ϕ̌ >

= < u2 ∗ u1, φ > .
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Por fim, conclúımos que u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1 em distribuição.

Mostremos agora que a Identidade 1.6 é verdadeira. Sejam φ, ψ ∈
C∞c (Rn), então

(u1 ∗ u2) ∗ (φ ∗ ψ) =̇ u1 ∗ [u2 ∗ (φ ∗ ψ)]

= u1 ∗ [(u2 ∗ φ) ∗ ψ] (pelo Teorema 1.13)

= u1 ∗ [ψ ∗ (u2 ∗ φ)] (pois é uma convolução de funções)

= (u1 ∗ ψ) ∗ (u2 ∗ φ) (pelo Teorema 1.13).

De maneira análoga

(u2 ∗ u1) ∗ (ψ ∗ φ) = u2 ∗ [u1 ∗ (ψ ∗ φ)] = u2 ∗ [(u1 ∗ ψ) ∗ φ]

= u2 ∗ [φ ∗ (u1 ∗ ψ)] = (u2 ∗ φ) ∗ (u1 ∗ ψ).

Além disso, note que

(u2 ∗ u1) ∗ (ψ ∗ φ) = (u2 ∗ u1) ∗ (φ ∗ ψ).

Portanto
(u1 ∗ u2) ∗ (φ ∗ ψ) = (u2 ∗ u1) ∗ (φ ∗ ψ).

(ii) Considere φε como anteriormente, aplicando o Teorema 1.12 temos que

supp[(u1 ∗ u2) ∗ φε] = supp[u1 ∗ (u2 ∗ φε)]
⊆ supp(u1) + supp(u2 ∗ φε)
⊆ supp(u1) + supp(u2) + supp(φε).

Pelo Teorema 1.14 temos que (u1 ∗ u2) ∗ φε −→ u1 ∗ u2. Além disso,
como supp(φε) ⊆ B(0, ε) então supp(φε) −→ 0 quando ε −→ 0. Assim,

supp(u1 ∗ u2) ⊆ supp(u1) + supp(u2).

Sejam u1, u2 ∈ D ′(Rn) tais que pelo menos uma distribuição pertença a
E ′(Rn). Vimos que v = u1 ∗ u2 é uma distribuição que pertence a D ′(Rn),
o que nos leva a pensar que a definição de convolução de distribuições pode
ser reaplicada, a fim de criarmos a convolução de três ou mais distribuições.
A seguir veremos a definição da convolução de três distribuições e quais são
as condições necessárias para que a mesma esteja bem definida.
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Definição 1.24. Sejam u1, u2, u3 ∈ D ′(Rn) tais que pelo menos duas distri-
buições pertençam a E ′(Rn). Então podemos definir v = [u1 ∗ u2 ∗ u3] como
a única distribuição tal que

v ∗ φ = u1 ∗ [(u2 ∗ u3) ∗ φ] = u1 ∗ [u2 ∗ (u3 ∗ φ)],

para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Mostremos então a necessidade de duas das três distribuições pertencerem
a E ′(Rn). Para isso considere os dois posśıveis cenários:

(i) u3 ∈ D ′(Rn).
Então u3 ∗ φ ∈ C∞(Rn), o que implica que u2, u1 ∈ E ′(Rn) para que a
convolução esteja bem definida.

(ii) u3 ∈ E ′(Rn).
Então u3 ∗ φ ∈ C∞c (Rn), assim podemos assumir u2 ∈ D ′(Rn), porém é
necessário que u1 ∈ E ′(Rn) para que a convolução esteja bem definida.

Proposição 1.11. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Rn) tais que pelo menos uma distri-
buição pertença a E ′(Rn), então

Dα(u1 ∗ u2) = (Dαu1) ∗ u2 = u1 ∗ (Dαu2).

Demonstração. Primeiramente, observe que para cada u ∈ D ′(Rn) e φ ∈
C∞c (Rn) temos que

(Dαu) ∗ φ = u ∗ (Dαφ) = u ∗ [Dα(δ ∗ φ)]

= u ∗ [(Dαδ) ∗ φ] = [u ∗ (Dαδ)] ∗ φ
= [(Dαδ) ∗ u] ∗ φ

Logo Dαu = (Dαδ)∗u. Utilizando as propriedades associativas e comutativas
vistas anteriormente temos que

[Dα(u1 ∗ u2)] ∗ φ = [(Dαδ) ∗ (u1 ∗ u2)] ∗ φ
= [((Dαδ) ∗ u1) ∗ u2] ∗ φ 1

= [(Dαu1) ∗ u2] ∗ φ
= [(u1 ∗ (Dαδ)) ∗ u2] ∗ φ
= [u1 ∗ ((Dαδ) ∗ u2)] ∗ φ 2

= [u1 ∗ (Dαu2)] ∗ φ.

Pelas igualdades (1) e (2) o resultado segue.
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Caṕıtulo 2

Transformada de Fourier

Introdução histórica: Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matemático e
f́ısico francês que viveu entre os séculos XV III e XIX. Dedicou sua carreira
aos estudos de decomposição de funções periódicas em séries trigonométricas
convergentes, chamadas Séries de Fourier, e sua aplicação aos problemas de
condução do calor. Seu grande interesse em estudar como o calor flúıa para
dentro e em torno de materiais levou-o a desenvolver a Transformada de
Fourier, publicada em seu livro A Teoria Anaĺıtica do Calor, de 1822.

Na época, não era posśıvel notar a importante contribuição que estava
dando, não apenas à matemática e à f́ısica, mas também à engenharia, tec-
nologia e à ciência como um todo. A Transformada de Fourier foi aplicada
nos estudos de música, permitindo a criação dos fones de ouvido com can-
celamento de rúıdo, e aplicada em problemas espaciais, sendo usada para
construir imagens digitais de forma mais eficiente do que a fazê-lo de pixel
a pixel. Fourier também é geralmente creditado pela descoberta do efeito
estufa.

Definição 2.1. Seja f : Rn 7→ C pertencente a L1(Rn), ou seja∫
Rn
|f(x)|dx <∞.

Definimos a Transformada de Fourier da função f como f̂ : Rn 7→ C, dada
por

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξf(x) dx,

no qual atribúımos as seguintes notações:

(i) x.ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + ...+ xnξn.

(ii) Considere λ = x.ξ ∈ R, assim e−ix.ξ = eiλ = cosλ+ i senλ.
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Note que f̂ está bem definida. De fato, como |eiλ| = 1, para todo λ ∈ R,
temos

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣∫
Rn
e−ix.ξf(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn

∣∣e−ix.ξf(x)
∣∣ dx

=

∫
Rn

∣∣e−ix.ξ∣∣ |f(x)| dx

≤
∫
Rn
|f(x)| dx <∞ , desde que f ∈ L1(Rn).

Da estimativa anterior observe também que f̂ ∈ L∞(Rn), visto que

||f̂ ||L∞ ≤ ||f ||L1 <∞. (2.1)

Proposição 2.1. A Transformada de Fourier é uma operação linear e f̂ :
Rn 7→ C é uma função cont́ınua.

Demonstração. Sejam f, g ∈ L1(Rn), pela linearidade da integração, temos
que

̂(f + g)(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξ[f(x) + g(x)]dx

=

∫
Rn
e−ix.ξf(x) + e−ix.ξg(x)dx

=

∫
Rn
e−ix.ξf(x)dx+

∫
Rn
e−ix.ξg(x)dx

= f̂(ξ) + ĝ(ξ), para todo ξ ∈ Rn.

Portanto ̂(f + g) = f̂ + ĝ.
Além disso, seja f ∈ L1(Rn) e α ∈ C, então

(̂αf)(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξαf(x)dx

= α

∫
Rn
e−ix.ξf(x)dx

= αf̂(ξ), para todo ξ ∈ Rn.

Portanto (̂αf) = αf̂ .
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Mostremos a continuidade por convergência de sequências. Seja (ξk)k
uma sequência qualquer tal que (ξk)k −→ ξ0. Demonstraremos a seguir que,
dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que |f̂(ξk) − f̂(ξ0)| < ε, para todo k ≥ k0.
Defina fk(x) = |(e−ix.ξk − e−ix.ξ0)f(x)|. Note que fk é integrável, pois∫

fk(x)dx ≤ 2.

∫
|f(x)|dx <∞,

ou ainda, ||fk||L1 ≤ 2||f ||L1 , o que implica que fk ∈ L1(Rn) para todo k ∈
N. Como f ∈ L1(Rn) então f(x) está definida q.t.p., além disso, como
g(ξ)=̇e−ix.ξ é cont́ınua então fk −→ 0 q.t.p. Assim, temos

|f̂(ξk)− f̂(ξ0)| =

∣∣∣∣∫
Rn
e−ix.ξkf(x)dx−

∫
Rn
e−ix.ξ0f(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

(e−ix.ξk − e−ix.ξ0)f(x)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn

∣∣(e−ix.ξk − e−ix.ξ0)f(x)
∣∣ dx

=

∫
Rn
fk(x)dx.

Pelo Teorema da Convergência Dominada,∫
Rn
fk(x)dx −→ 0,

isto é, existe k ≥ k0 tal que ∣∣∣∣∫
Rn
fk(x)

∣∣∣∣ dx < ε.

Portanto |f̂(ξk)− f̂(ξ0)| ≤ ε para k ≥ k0.

Lema 2.1. (Riemann - Lebesgue) Seja f ∈ L1(Rn), então

lim
|ξ|→+∞

|f̂(ξ)| = 0.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em dois casos:

Caso 1) f ∈ C∞c (Rn).

Note que
∂f

∂xj
∈ C∞c (Rn), pois supp

(
∂f

∂xj

)
⊆ supp(f). Além disso, sabemos
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que
∂f

∂xj
∈ L1(Rn) para todo j = 1, ..., n. Como supp(f) é um conjunto

compacto, então supp(f) ⊆ Q = [−n0, n0]n. Assim,

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξf(x)dx

=

∫
Qn
e−ix.ξf(x)dx

=

∫ n0

−n0

· · ·
∫ n0

−n0

(∫ n0

−n0

e−ix.ξf(x)dxn

)
dxn−1 . . . dx1

=

∫ n0

−n0

· · ·
∫ n0

−n0

(∫ n0

−n0

e−ix.ξf(x)dxj

)
dxn . . . dxj+1dxj−1 . . . dx1

=

∫ n0

−n0

e−ix1.ξ1 · · ·
(∫ n0

−n0

e−ixj .ξjf(x)dxj

)
dxn . . . dxj+1dxj−1 . . . dx1.

Note que
∂

∂xj
e−ixj .ξj = e−ixj .ξj(−iξj), então e−ixj .ξj =

i

ξj

∂

∂xj
e−ixj .ξj . As-

sim

∫ n0

−n0

e−ixj .ξjf(x)dxj =
i

ξj

∫ n0

−n0

∂

∂xj
e−ixj .ξjf(x)dxj

=
i

ξj

∫ n0

−n0

e−ixj .ξj
∂f

∂xj
(x)dxj −

i

ξj
e−ixj .ξjf(x)

∣∣∣xj=n0

xj=−n0

=
i

ξj

∫ n0

−n0

e−ixj .ξj
∂f

∂xj
(x)dxj.

Acima utilizamos que
i

ξj
e−ixj .ξjf(x) = 0 ao aplicarmos em x ∈ Rn com

xj = ±n0 pois todo x com xj = ±n0 não pertence no suporte da f . Substi-
tuindo agora na identidade anterior temos que

f̂(ξ) =
1

i

1

ξj

∫
Rn
e−ix.ξk

∂f

∂xj
(x) dx,

o que implica que

|f̂(ξ)| ≤ 1

|ξj|

∫
Rn
|e−ix.ξk |

∣∣∣∣ ∂f∂xj (x)

∣∣∣∣ dx
≤

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂f∂xj
∣∣∣∣∣∣∣∣
L1

1

|ξj|
−→ 0 quando |ξj| −→ +∞.

69



Aqui, observe que se |ξ| −→ ∞ então existe j ∈ {1, ..., n} tal que |ξj| −→ ∞,
assim escolhemos um j como acima. Além disso, observe também que a
convergência |f̂(ξ)| −→ 0 é válida pois para todo ε > 0 dado podemos exibir

δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂f∂xj
∣∣∣∣∣∣∣∣
L1

1

|ε|
.

Caso 2) f ∈ L1(Rn).

Como C∞c (Rn) é denso em L1(Rn), então fixada f qualquer pertencente a

L1(Rn) e dado ε > 0, existe g ∈ C∞c (Rn) tal que ||g − f ||L1 <
ε

2
. Assim

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξ[f(x)− g(x)]dx+

∫
Rn
e−ix.ξg(x) dx,

o que implica que

|f̂(ξ)| ≤ ||f − g||L1(Rn) + |ĝ(ξ)|, para toda g ∈ C∞c (Rn).

Além disso podemos aplicar a função g no primeiro caso e afirmar que |ĝ(ξ)| <
ε

2
, o que implica que |f̂(ξ)| ≤ ε.

Finalmente, conclúımos que f̂(ξ) −→ 0, quando |ξ| −→ ∞, para toda
f ∈ L1(Rn).

Observação 2.1. No primeiro caso podeŕıamos ter usado uma derivada ar-
bitrária, ou seja ∂αf , com α multi-́ındice. Tal generalização pode ser feita
pelo processo de indução. A demonstração anterior considera |α| = 1 mas
para |α| = k ∈ N teŕıamos

|f̂(ξ)| ≤ ‖∂αf‖L1

1

|ξα|
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2.1 Espaço de Schwartz

Motivação: A seguir veremos um exemplo de uma função f ∈ L1(R) tal
que f̂ /∈ L1(R). Logo, não podemos definir a Transformada de Fourier como
um operador em L1(Rn). Nosso questionamento então será: existe algum
subconjunto de L1(Rn) tal que esse operador possa estar bem definido? Ou
ainda, um conjunto em que a Transformada de Fourier seja uma operação
fechada?

Exemplo 2.1. Considere f(x) = X(a,b)(x). Note que f ∈ L1(R). De fato,∫
|f(x)|dx =

∫
|X(a,b)(x)|dx =

∫ b

a

dx = b− a <∞.

Por outro lado,

f̂(ξ) =

∫ b

a

e−ix.ξdx =
e−ix.ξ

−iξ

∣∣∣∣b
a

=
−1

iξ
(e−ibξ − e−iaξ)

=
i

ξ
[cos(−ξb) + i sen (−ξb)− cos(−ξa)− i sen (−ξa)]

=
i

ξ

[
−2 sen

(
−ξb− ξa

2

)
sen

(
−ξb+ ξa

2

)
+ i

(
2 cos

(
−ξb− ξa)

2

)
sen

(
−ξb+ ξa

2

))]
=

i

ξ

[{
2 sen

(
−ξb+ ξa

2

)}{
i cos

(
−ξb− ξa)

2

)
− sen

(
−ξb− ξa

2

)}]
=

2

ξ
sen

(
−ξb+ ξa

2

)[
− cos

(
−ξb− ξa)

2

)
− i sen

(
−ξb− ξa

2

)]
=

2

ξ
sen

(
−ξb+ ξa

2

)(
−e

−ξb+ξa
2

i
)

=
−2

ξ
sen

(
−ξb+ ξa

2

)(
e
−ξb+ξa

2
i
)

=
sen

(−ξ
2

(a− b)
)

−ξ
2

e
−ξb+ξa

2
i
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Assim

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣∣ sen
(−ξ

2
(a− b)

)
−ξ
2

∣∣∣∣∣ ∣∣∣e−ξb+ξa2
i
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ sen
(−ξ

2
(a− b)

)
−ξ
2

(a− b)

∣∣∣∣∣ |a− b|
=

∣∣∣∣∣ sen (ξ̃)

ξ̃

∣∣∣∣∣ |a− b|
no qual ξ̃ = −ξ

2
(a− b), o que implica∫

|f̂(ξ)|dξ = |a− b|
∫ ∣∣∣∣∣ sen (ξ̃)

ξ̃

∣∣∣∣∣ dξ̃.
Defina agora Ik,ε = {ξ / |kπ + π

2
− ξ| < ε}, para um ε fixo. Observe

que existe um M > 0 tal que M ≤ sen ξ ≤ 1, para todo ξ ∈ Ik,ε. Assim
sen ξ

|ξ|
≥ M

|ξ|
, para todo ξ ∈ Ik,ε. Por fim, note que

∫
R

| sen z|
z

dz ≥
∞∑
k=1

∫
Ik,ε

∣∣∣ sen z

z

∣∣∣ dz
≥

∞∑
k=1

∫
Ik,ε

M

|ξ|
dξ

= M

∞∑
k=1

∫ kπ+π
2

+ε

kπ+π
2
−ε

1

|ξ|
dξ

≥ M

∞∑
k=1

2ε

kπ + π
2

+ ε
.

Mostremos agora que o somatório acima diverge. Defina

an =
1

n
e bn =

2ε

nπ + π
2

+ ε
.

Observe que

lim
n−→∞

an
bn

=
1
n
2ε

nπ+π
2

+ε

=
nπ + π

2
+ ε

2εn
=
π + π

2n
+ ε

n

2ε
=

π

2ε
6= 0.
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Pelo Critério do Limite ou
∑∞

k=1 an e
∑∞

k=1 bn divergem ou
∑∞

k=1 an e∑∞
k=1 bn convergem. Como sabemos que

∑∞
k=1 an diverge, então

∑∞
k=1 bn di-

verge.

Portanto f̂(ξ) não pertence a L1(R).

Definição 2.2. Seja Ω ∈ Rn, o espaço de Schwartz, denotado por S(Ω), é
definido como

S(Ω) = {φ ∈ C∞(Ω) / sup
x∈Ω
|xα ∂β φ(x)| <∞},

para quaisquer α, β ∈ Zn+.

Observação 2.2. Seja φ ∈ S(Ω), então pela definição deste espaço ∂βφ e
xαφ ∈ S(Ω) para todo β e α multi-́ındices.

A seguir, definiremos a convergência em S(Ω).

Definição 2.3. Seja {φj}j ⊂ S(Ω) uma sequência de funções de S(Ω), então
dizemos que φj −→ 0 em S(Ω) se xα∂βφj(x) −→ 0 uniformemente em Ω,
para todo α, β ∈ Zn+.

Observação 2.3. Seja {φj}j ⊂ C∞c (Ω). Observe que se φj −→ 0 em C∞c (Ω)
então φj −→ 0 em S(Ω).

De fato, se φj −→ 0 em C∞c (Ω), então existe um conjunto compacto
K ⊂ Ω tal que supp(φj) ⊂ K para todo j ∈ N e tal que ∂βφj −→ 0
uniformemente em K para todo β multi-́ındice. Como xα é limitado em K
então xα∂βφj −→ 0 uniformemente em K. Além disso, como xα∂βφj(x) = 0
para todo x ∈ Ω − K então xα∂βφj −→ 0 uniformemente em Ω. Por fim,
conclúımos que φj −→ 0 em S(Ω).

Definição 2.4. Definimos o conjunto das funções de decaimento rápido como

C0(Rn) =

{
φ : Rn 7→ C , lim

‖x‖→+∞
φ(x) = 0

}
.

Observação 2.4. Note que S(Rn) ⊂ C0(Rn). De fato, se φ ∈ S(Rn), então
para cada α e β multi-́ındices, existe Cα,β tal que |xα∂βφj(x)| ≤ Cα,β. Em
particular para α = ej e β o vetor nulo temos que

|φ(x)xj| ≤ c⇒ |φ(x)| ≤ c

|xj|
.

Note que ||x|| −→ +∞ equivale a |xj| −→ ∞ para algum j ∈ {1, 2, ..., n}.
Portanto, pelo Teorema do Confronto, conclúımos que |φ(x)| −→ 0.

73



Proposição 2.2. Seja Ω ⊂ Rn, então C∞c (Ω) ⊂ S(Ω) ⊂ Lp(Ω), com 1 ≤
p ≤ ∞.

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c (Ω), então

sup
x∈Ω
|xα∂βφ(x)| = sup

x∈supp(φ)

|xα∂βφ(x)| <∞,

pois ∂βφ ∈ C∞c (Ω) e supp (∂βφ) ⊆ supp (φ), para todo β. Além disso, como
xα é cont́ınua então xα∂βφ ∈ C∞c (Ω) e supp (xα∂βφ) ⊆ supp (φ).

Seja φ ∈ S(Ω), para mostrarmos que S(Ω) ⊂ Lp(Ω) considere os dois
seguintes casos:

(i) 1 ≤ p <∞.

Defina m o primeiro natural tal que m >
n

2p
, note que

∫
Ω

|φ(x)|p dx =

∫
Ω

[(1 + |x|2)m|φ(x)|]p

(1 + |x|2)mp
dx

≤
[
sup
x∈Ω
{(1 + |x|2)m|φ(x)|}

]p ∫
Ω

1

(1 + |x|2)mp
dx

≤
[
sup
x∈Ω
{(1 + |x|2)m|φ(x)|}

]p
︸ ︷︷ ︸

(a)

∫
Rn

1

(1 + |x|2)mp
dx︸ ︷︷ ︸

(b)

(a) Note que sup
x∈Ω
{(1 + |x|2)m|φ(x)|} <∞ pela definição de S(Ω). De

fato,

(1 + |x|2)m =
m∑
i=0

(
m

i

)
1m−i|x|2i =

m∑
i=0

Cm,i

(
n∑
i=1

x2
j

)i

.

Como temos uma soma finita então o supremo da soma pode ser
aplicado como a soma do supremo, que por sua vez é finita pela
definição de S(Ω).

(b) Seja r > 1, note que∫
Rn

1

(1 + |x|2)mp
dx =

∫
B[0,r]

1

(1 + |x|2)mp
dx +

∫
B[0,r]c

1

(1 + |x|2)mp
dx

Mostremos que cada integral é finita:∫
B[0,r]

1

(1 + |x|2)mp
dx ≤ m(B[0, r]) sup

x∈B[0,r]

1

(1 + |x|2)mp
<∞,
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pois a Medida de Lebesgue de um conjunto compacto e o supremo
de uma função cont́ınua em um conjunto compacto são ambos fi-
nitos. Utilizaremos agora a integração em coordenadas polares, no
qual Sn−1 = {x ∈ Rn; |x| = 1}. Pelo Teorema 2.52, demonstrado
em [3], podemos reescrever tal integral como∫

B[0,r]c

1

(1 + |x|2)mp
dx =

∫
Sn−1

∫ ∞
r

1

(1 + ρ2)mp
ρn−1 dρ dw

= m(Sn−1)

∫ ∞
r

1

(1 + ρ2)mp
ρn−1 dρ .

Como Sn−1 é um conjunto compacto então m(Sn−1) <∞ e como

1 + ρ2 > ρ2 então
1

1 + ρ2
<

1

ρ2
, logo

∫
B[0,r]c

1

(1 + |x|2)mp
dx

∗
≤ C

∫ ∞
r

ρn−1

(ρ2)mp
dρ

= C

∫ ∞
r

ρn−1−2mp dρ <∞,

pois temos agora uma integrável imprópria, cujo expoente de ρ é
menor que −1. De fato, pela definição de m temos que

m >
n

2p
⇔ n− 2mp < 0⇔ n− 1− 2mp < −1

Do anterior, conclúımos que(∫
Rn
|φ(x)|p dx

) 1
p

<∞

e portanto φ ∈ Lp(Rn).

(ii) p =∞.
Como φ ∈ S(Rn) então

‖φ‖L∞ = sup
x∈Rn
|φ(x)| <∞,

basta aplicarmos a definição do espaço de Schwartz para α = β = 0.
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Exemplo 2.2. Seja f : Rn 7→ R dada por f(x) = e−|x|
2
. Note que f /∈

C∞c (Rn), pois supp f = Rn. Por outro lado f ∈ S(Rn). De fato, inicialmente
considere β = e1, assim

∂βe−|x|
2

=
∂

∂x1

(e−(x2
1+x2

2+...+x2
n)) = −2x1e

−|x|2 .

Para β = (1, 1, 0, ..., 0) temos que

∂βe−|x|
2

=
∂

∂x1∂x2

(e−(x2
1+x2

2+...+x2
n)) =

∂

∂x1

(−2x2e
−|x|2)

= (−2x2)(−2x1)e−|x|
2

= 4x1x2e
−|x|2 .

De maneira geral, conclúımos que ∂βe−|x|
2

= e−|x|
2
pβ(x), no qual pβ(x)

corresponde a um polinômio de x de ordem menor ou igual a |β|. Logo
xα∂βe−|x|

2
= xαpβ(x)e−|x|

2
. Consideremos agora os dois seguintes casos:

a) Para |x| > 1 o termo exponencial tem crescimento mais rápido que o
polinômio, assim

lim
|x|→+∞

xαpβ(x)

e|x|
= 0,

e portanto
sup

x∈B[0,1]c
xαpβ(x)e−|x|

2

<∞.

b) Agora, quando |x| ≤ 1 estamos calculando o supremo de uma função
cont́ınua, pois xαpβ(x)e−|x|

2
é o produto de funções cont́ınuas, no com-

pacto B[0, 1] ⊂ Rn, logo

sup
x∈B[0,1]

xαpβ(x)e−|x|
2

<∞.

Portanto, sup
x∈Rn

xαpβ(x)e−|x|
2

<∞ e f ∈ S(Rn).

A seguir, além de mostrarmos operações e manipulações que podem ser
feitas com a Transformação de Fourier, veremos que o operador-transformação
está bem definido no espaço de Schwartz e é cont́ınuo. Por fim, veremos que
este operador é inverśıvel e sua inversa também é cont́ınua.

Teorema 2.1. Dados quaisquer multi-́ındices α e β, e φ ∈ S(Rn), valem as
seguintes igualdades:

D̂αφ(ξ) = ξαφ̂(ξ), (2.2)

x̂βφ(ξ) = (−1)|β|Dβφ̂(ξ). (2.3)

Além disso, o operador F : S(Rn) 7→ S(Rn) dado por F(f)(ξ) = f̂(ξ) está
bem definido e é cont́ınuo.
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Demonstração. Verifiquemos a primeira igualdade. Para isso, note que pelas
Observações 2.2 e 2.4, dada uma φ ∈ S(Rn) qualquer então ∂αφ ∈ S(Rn) e
possui decaimento rápido, para qualquer multi-́ındice α. Logo, ao tomarmos
β = ej e integrarmos por partes em relação a variável xj obtemos

∫
Rn
e−ix.ξ∂xjφ(x) dx =

∫
R
...

∫
R

[∫
R
e−ix.ξ∂xjφ(x)dxj

]
dx1...dxn

=

∫
R
...

∫
R

[
lim
M→∞

e−ix.ξφ(x)|M−M + (iξj)

∫
R
e−ix.ξφ(x) dxj

]
dx1...dxn

=

∫
R
...

∫
R

[
(iξj)

∫
R
e−ix.ξφ(x) dxj

]
dx1...dxn

= (iξj)

∫
R
...

∫
R

[∫
R
e−ix.ξφ(x) dxj

]
dx1...dxn

= (iξj)

∫
Rn
e−ix.ξφ(x) dx.

Logo, ∫
Rn
e−ix.ξ∂xjφ(x) dx = (iξj)

∫
Rn
e−ix.ξφ(x) dx.

Ou seja,
∂̂αφ(ξ) = (i|α|ξα)φ̂(ξ), para todo α com |α| = 1.

Mostremos por indução que tal igualdade é válida para qualquer α. Suponha
que seja válido para qualquer β com |β| = m e seja α tal que |α| = m + 1,
logo α = β + ej, para algum β tal que |β| = m e algum 1 ≤ j ≤ n. Então

∂αφ(ξ) = ∂β+ejφ(ξ) = ∂β[∂ejφ](ξ) = ∂β[∂xjφ](ξ).

O que implica que

∂̂αφ(ξ) = ∂̂β∂xjφ(ξ)

= (i|β|ξβ)∂̂xjφ(ξ)

= (imξβ)(iξxj)φ̂(ξ)

= (i|α|ξα)φ̂(ξ).

Portanto ∂̂αφ(ξ) = (i|α|ξα)φ̂(ξ). Dividindo por iα conclúımos que D̂αφ(ξ) =

ξαφ̂(ξ).
Para demonstrarmos a segunda igualdade utilizamos novamente a Ob-

servação 2.2, ou seja, se φ ∈ S(Rn) então xβφ ∈ S(Rn) para todo β multi-
ı́ndice. Pela demonstração da Proposição 2.2, temos que sup

x∈Rn
{(1 + |x|2)mφ(x)} <∞,
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logo existe um Cn,β > 0 tal que |xβ(|x|2 + 1)n+1φ(x)| ≤ Cn,β, o que implica
que ∣∣∣∣xβ(|x|2 + 1)n+1

(|x|2 + 1)n+1
φ(x)

∣∣∣∣ ≤ Cn,β
(|x|2 + 1)n+1

, para todo x ∈ Rn.

Defina x̃ =̇ x+ ejt, para t ∈ R. Aplicando a definição da derivada direcional

em φ̂ na direção de ej e o Teorema da Convergência Dominada temos que

∂xj φ̂(ξ) = lim
t→0

∫
Rn e

−ix̃.ξφ(x) dx−
∫
Rn e

−ix.ξφ(x) dx

t

= lim
t→0

∫
Rn

(e−ix̃.ξ − e−ix.ξ)
t

φ(x) dx

=

∫
Rn
e−ix.ξ.(−ixj)φ(x) dx

= (−i)|ej |
∫
Rn
e−ix.ξ.xejφ(x) dx.

Operando novamente de maneira indutiva podemos concluir que

∂βφ̂(ξ) = (−i)|β|
∫

Ω

e−ix.ξxβφ(x) dx.

Ao dividirmos por (−i)|β| encontramos

Dβφ̂(ξ) = (−1)|β|x̂βφ(ξ).

Portanto x̂βφ(ξ) = (−1)|β|Dβφ̂(ξ).
Seguindo a demonstração do Teorema, observe que F é linear e que, pelas

igualdades anteriores, encontramos

ξαDβφ̂(ξ) = ξα(−1)|βx̂βφ(ξ) = (−1)|β|D̂α(xβφ)(ξ).

O que implica que

|ξαDβφ̂(ξ)| ≤
∫
Rn
|e−ix.ξDα(xβφ(x))|dx = Cα,β,

no qual Cα,β é uma constante, visto queDα(xβφ) ∈ S(Rn). Portanto F(S(Rn)) ∈
S(Rn), de modo que F está bem definido. Para mostrarmos agora que F é
cont́ınuo, tome {φj}j ⊂ S(Rn) uma sequência que converge a zero em S(Rn).
Logo, para quaisquer α e β multi-́ındices temos que
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|ξαDβφ̂j(ξ)| ≤
∫
Rn
|Dα(xβφj(x))|dx

=

∫
Rn

∣∣∣∣(|x|2 + 1)n+1Dα(xβφj(x))

(|x|2 + 1)n+1

∣∣∣∣ dx
= sup

x∈Rn
|(|x|2 + 1)n+1Dα(xβφj(x))|

∫
Rn

1

(|x|2 + 1)n+1
dx

= sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

γ≤β+2(n+1)
ν≤α

Cγ,ν x
γDνφj(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
(a)

∫
Rn

1

(|x|2 + 1)n+1
dx︸ ︷︷ ︸

(b)

.

(a) Observe que este somatório é finito, logo

sup
x∈Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

γ≤β+2(n+1)
ν≤α

Cγ,ν x
γDνφj(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

γ≤β+2(n+1)
ν≤α

Cγ,ν sup
x∈Rn

|xγDνφj(x)| <∞

pois φj ∈ S(Rn).

(b) Tal integral é finita pela demonstração da Proposição 2.2. Aqui toma-

mos mp = n + 1. Note que m satisfaz a condição m >
n

2p
necessária

da demonstração.

Pela definição de convergência em S(Rn), temos que xγDνφj(x) −→ 0,

logo |ξαDβφ̂j(ξ)| −→ 0, ou ainda, F(φk) −→ 0, finalizando assim nossa
demonstração.

Exemplo 2.3. Seja φ : R 7→ R dada por φ(x) = e
−|x|2

2 . Observe que a função
φ definida acima é solução do seguinte PVI:{

ϕ′(x) + xϕ(x) = 0;
ϕ(0) = 1.

Aplicando a transformada de Fourier na equação acima, constatamos que

ϕ̂′(x) + x̂ϕ(x) = 0̂⇒ iξϕ̂(ξ) +Dϕ̂(x) = 0⇒ iξϕ̂− 1

i
ϕ̂′(x) = 0.
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Dividindo a expressão por i e resolvendo a EDO temos que ϕ̂(ξ) = e−
ξ2

2 ec e

que ϕ̂(0) = ec, ou ainda, ϕ̂(ξ) = e−
ξ2

2 ϕ̂(0). Defina por praticidade c̃ =̇ ec.
Por outro lado,

c̃ = φ̂(0) =

∫
R
e−

x2

2 dx = (2π)
1
2 .

Logo, φ̂(ξ) = (2π)
1
2 e−

ξ2

2 . Generalizemos tal resultado para nossa φ definida
em Rn. Observe que, pela definição da Transformada de Fourier,

φ̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξe−

|x|2
2 dx

=

∫
Rn

[
n∏
j=1

e−ixj .ξje−
x2
j
2

]
dx

=
n∏
j=1

[∫
R
e−ixj .ξje−

x2
j
2 dxj

]

=
n∏
j=1

ê−
x2
j
2 (ξj)

=
n∏
j=1

(2π)
1
2 e−

ξ2j
2 = (2π)

n
2 e−

|ξ|2
2
.

Portanto, φ̂(ξ) = (2π)
n
2 e−

|ξ|2
2 .

Teorema 2.2. Seja F : S(Rn) 7→ S(Rn), onde F(φ)(ξ) = φ̂(ξ) com ξ ∈ Rn.
Então F é continuamente inverśıvel e

φ(x) = (2π)−n
∫
eix.ξφ̂(ξ)dξ, para toda φ ∈ S(Rn).

Demonstração. Consideremos φ ∈ S(Rn) e a função ψ(x) = e−
|x|2

2 . Pelo

Exemplo 2.3 sabemos que ψ̂(ξ) = (2π)
n
2 e−

|ξ|2
2 . Agora, dado ε > 0, defina

ψε(x) =̇ ψ(εx). Para calcularmos ψ̂ε(ξ) considere a seguinte mudança de
variável: εx = y. Dessa forma, temos que

ψ̂ε(ξ) =

∫
e−x.ξψ(εx) dx =

∫
e−

y
ε
.ξψ(y)

1

εn
dy

=
1

εn

(∫
e−y.

ξ
εψ(y) dy

)
=

1

εn
ψ̂

(
ξ

ε

)
=

1

εn
(2π)

n
2 e−

| ξε |
2

2 .

80



Ou seja, ψ̂ε(ξ) = ε−n(2π)
n
2ψ

(
ξ

ε

)
. Com isto podemos inverter a ordem de

integração nas integrais abaixo para escrever

∫
ψε(ξ)e

ix.ξφ̂(ξ)dξ =

∫
ψε(ξ)e

ix.ξ dξ

(∫
e−iy.ξφ(y)dy

)
=

∫
φ(y)

∫
ψε(ξ)e

−i(y−x).ξ dξ dy

=

∫
φ(y)ψ̂ε(y − x)dy

= e−n(2π)
n
2

∫
φ(y)ψ(

y − x
ε

) dy.

Fazendo a mudança z =
y − x
ε

, vemos que∫
ψε(ξ)e

ix.ξφ̂(ξ) dξ = (2π)
n
2

∫
φ(x+ εz)ψ(z)dz.

Justifiquemos agora o uso posterior do Teorema da Convergência Dominada,
para isso defina fε(z) = ψ(z)φ(x+ εz). Note que

lim
ε→0

fε(z) = ψ(z)φ(x) , para todo z ∈ Rn.

Além disso, como φ ∈ S(Rn) ⊂ L∞(Rn) então existe M > 0 tal que ‖φ‖L∞ ≤
M . Assim,

|fε(z)| = |ψ(z)φ(x+ εz)| ≤ ‖φ‖L∞ |ψ(z)| ≤Me
−|z|2

2 ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada

lim
ε→0

(2π)
n
2

∫
φ(x+ εz)ψ(z)dz = (2π)

n
2

∫
φ(x)ψ(z)dz

= (2π)
n
2 φ(x)

∫
ψ(z)dz

= (2π)nφ(x).

Por outro lado,
lim
ε→0

ψε(ξ) = 1.

Assim, conclúımos que

φ(x) = (2π)−n
∫
eix.ξφ̂(ξ)dξ,

uma vez que
∫
ψ(z)dz = (2π)

n
2 . A continuidade de F−1 é análoga a de F .
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Teorema 2.3. Sejam ϕ, φ ∈ S(Rn). Então

a)

∫
Rn
ϕ̂(x)φ(x) dx =

∫
Rn
φ̂(x)ϕ(x) dx.

b)

∫
Rn
ϕ(x)φ̄(x) dx = (2π)−n

∫
Rn
ϕ̂(x)

¯̂
φ(x) dx.

c) ϕ̂ ∗ φ(ξ) = ϕ̂(ξ)φ̂(ξ).

d) ̂̂ϕ(ξ) = (2π)nϕ̌(ξ).

e) ϕ̂φ(ξ) = (2π)−n(ϕ̂ ∗ φ̂)(ξ).

f) ̂̌φ(ξ) =
ˇ̂
φ(ξ).

Demonstração. a) Basta trocarmos a ordem de integração:∫
Rn
ϕ̂(ξ)φ(ξ) dξ =

∫
Rn

(∫
Rn
e−ix.ξϕ(x)dx

)
φ(ξ)dξ

=

∫
Rn

(∫
Rn
e−ix.ξφ(ξ)dξ

)
ϕ(x)dx

=

∫
Rn
ϕ(x)φ̂(x) dx.

b) Seja f ∈ S(Rn) e tome ϕ̂ = f̄ , note que ϕ = F−1(f̄), assim para cada
ξ ∈ Rn temos que

f̂(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξf(x)dx =

∫
Rn
eix.ξf(x)dx (2.4)

= (2π)nF−1(f)(ξ) = (2π)nϕ(ξ). (2.5)

Pela fórmula acima temos que
̂̂
f(ξ) = (2π)nϕ̂(ξ) = (2π)nf(ξ). Pela

igualdade anterior e pelo item a)

(2π)n
∫
Rn
ϕ(x)φ(x) dx =

∫
Rn
f̂(x)φ(x) dx =

∫
Rn
f̂(x)φ(x) dx

=

∫
Rn
f(x)φ̂(x) dx =

∫
Rn
f(x) φ̂(x) dx =

∫
Rn
ϕ̂(x)φ̂(x) dx.

Portanto ∫
Rn
ϕ(x)φ(x) dx = (2π)−n

∫
Rn
ϕ̂(x)φ̂(x) dx.
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c) Note que

ϕ̂ ∗ ψ(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξ(ϕ ∗ ψ)(x)dx =

∫
Rn
e−ix.ξ

(∫
Rn
ϕ(x− y)ψ(y)dy

)
dx

=

∫
Rn
ψ(y)

(∫
Rn
e−ix.ξϕ(x− y)dx

)
dy

=

∫
Rn
ψ(y)e−iy.ξ

(∫
Rn
e−i(x−y).ξϕ(x− y)dx

)
dy

=

∫
Rn
ψ(y)e−iy.ξ

(∫
Rn
e−iz.ξϕ(z)dz

)
dy = ϕ̂(ξ)ψ̂(ξ).

Como ξ era arbitrário, conclúımos que ϕ̂ ∗ ψ = ϕ̂ψ̂.

d) Pela equação 2.4, temos que

(2π)nϕ(x) =

∫
Rn
eix.ξϕ̂(ξ)dξ =

∫
Rn
e−i(−x).ξϕ̂(ξ)dξ = ̂̂ϕ(−x).

Por questão de notação, defina y = −x, então ̂̂ϕ(y) = (2π)nϕ(−y) =
(2π)nϕ̌(y). Como x era arbitrário (e consequentemente y também),

conclúımos que ̂̂ϕ = (2π)nϕ̌.

e) Observamos que, pela fórmula de inversão basta mostrarmos que
̂̂
ϕψ =

(2π)−n
̂̂
ϕ ∗ ψ̂, o que é evidente em razão de c) e d).

f) Por fim, considere a seguinte mudança de variável z = −x

̂̌φ(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξφ̌(x) dx

=

∫
Rn
e−ix.ξφ(−x) dx

=

∫
Rn
e−iz.(−ξ)φ(z) dz

= φ̂(−ξ) =
ˇ̂
φ(ξ).
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2.2 Transformada de Fourier em S ′(Ω).

Definição 2.5 (Distribuição temperada). Dizemos que u : S(Ω) 7→ C é uma
distribuição temperada se u é um funcional linear e cont́ınuo em S(Ω), isto
é

(i) Sejam φ1, φ2 ∈ S(Ω) e λ ∈ C então < u, φ1 + λ φ2 > = < u, φ1 >
+λ < u, φ2 >.

(ii) Seja {φj}j ⊂ S(Ω) tal que φj −→ 0 em S(Ω), então < u, φj >−→ 0
em C.

Denotamos por S ′(Ω) o conjunto das distribuições temperadas.

Observação 2.5. Como vimos na Proposição 2.2 C∞c (Ω) ⊂ S(Ω), logo
S ′(Ω) ⊂ D ′(Ω). De fato, seja u ∈ S ′(Ω), então u é um funcional linear e
cont́ınuo em S(Ω), em particular ao restringirmos em C∞c (Ω)

u
∣∣∣
C∞c

: C∞c (Ω) 7→ C

é linear e cont́ınuo em C∞c (Ω), pois a convergência em C∞c (Ω) implica na
convergência em S(Ω), como visto na Observação 2.2 e portanto pertence a
D ′(Ω).

Proposição 2.3. Seja f ∈ S(Ω) e defina Tf : S(Ω) 7→ C o funcional dado
por

< Tf , φ >=

∫
Ω

f(x)φ(x) dx, para toda φ ∈ S(Ω).

Então Tf ∈ S ′(Ω).

Demonstração. Antes de mostrarmos que Tf é uma distribuição temperada
note primeiramente que toda função que pertence a S(Ω) é limitada, bem
como suas derivadas de qualquer ordem. De fato, seja φ ∈ S(Ω) então
sup
x∈Ω
|xα ∂β φ(x)| < ∞ para todo α e β multi-́ındices. Em particular para

α = β = ~0 temos que sup
x∈Ω
|φ(x)| <∞. Note agora que Tf está bem definida,
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pois

| < Tf , φ > | =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|f(x)||φ(x)| dx

≤ sup
x∈Ω
|φ(x)|

∫
Ω

|f(x)| dx

≤ ‖φ‖L∞
∫

Ω

|f(x)| dx

≤ M,

visto que φ, f ∈ S(Ω) então pela Proposição 2.2 φ ∈ L∞(Ω) e f ∈ L1(Ω).
A linearidade de Tf é provada diretamente pela linearidade da integral.

Para mostrarmos a continuidade suponha {φj}j ⊂ S(Ω) tal que φj −→ 0
em S(Ω) e defina ψj(x)=̇f(x).φj(x), para todo x ∈ Ω. Como as deriva-
das de f são limitadas, aplicando a Regra de Leibniz de maneira análoga a
demonstração do Teorema 1.11 obtemos

|xα ∂β ψj(x)| = |xα ∂β (f.φj)(x)|

≤

∣∣∣∣∣∣xα
∑
|γ|≤|β|

C̃β,γ,f |∂γφj(x)|

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
|γ|≤|β|

C̃β,γ,f |xα∂γφj(x)| −→ 0 uniformemente,

pois é uma soma finita. Logo, pelo Teorema do Confronto ψj −→ 0 em S(Ω).
Por fim, como ψj converge (pontualmente) a zero e é limitada, pois

|ψj(x)| ≤ sup
x∈Ω
|φj(x)||f(x)| = M |f(x)| =̇ g(x),

então pelo Teorema da Convergência Dominada∫
Ω

ψj(x)dx −→ 0,

demonstrando assim a continuidade.

Observação 2.6. Pela proposição anterior, podemos concluir (passando pela
associação de Tf ) que S(Ω) ⊂ S ′(Ω).

Teorema 2.4. Seja u um funcional linear em S(Ω). As duas condições são
equivalentes
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(i) u é cont́ınuo.

(ii) Existem constantes C > 0 e m ∈ N tais que

| < u, φ > | ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφ(x)|, para toda φ ∈ S(Ω). (2.6)

Demonstração. Suponha que a estimativa 2.6 seja verdadeira e seja {φj}j ∈
S(Ω) sequência tal que φj −→ 0 em S(Ω). Pela demonstração da Proposição
2.2 vimos que sup

x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφj(x)| <∞, para todo j ∈ N. Logo,∑
|α|≤m

sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφj(x)| <∞,

para todo j ∈ N, visto que é um somatório finito. Como φj −→ 0 em S(Ω)
então |(1 + |x|2)m∂αφj(x)| −→ 0, o que implica∑

|α|≤m

sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφj(x)| −→ 0

e portanto | < u, φj > | −→ 0 em C, demonstrando assim a continuidade de
u.

Suponha agora que a estimativa 2.6 seja falsa quaisquer constantes C > 0
e m ∈ N. Em outras palavras para cada C,m existe φ ∈ S(Ω) tal que

| < u, φ > | > C
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφ(x)|.

Queremos mostrar que u não é um funcional cont́ınuo em S(Ω), para isso
tome C = m = n, então existe uma função φn ∈ S(Ω) tal que

rn=̇| < u, φn > | > n
∑
|α|≤n

sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)m∂αφn(x)|.

Note que rn > 0. Prosseguindo, defina ψn =
φn
rn

e observe que ψn −→ 0 em

S(Ω). Por outro lado, | < u, ψn > | = |r−1
n < u, φn > | = 1, o que contradiz

a continuidade de u.

Proposição 2.4. Seja f ∈ Lp(Ω) e defina Tf : S(Ω) 7→ C o funcional dado
por

< Tf , φ >=

∫
Ω

f(x)φ(x) dx, para toda φ ∈ S(Ω).

Então Tf ∈ S ′(Ω).
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Demonstração. Dividiremos a demonstração nos três seguintes casos e mos-
traremos que Tf está bem definida em cada caso:

(i) 1 < p <∞.
Seja q o expoente conjugado de p, ou seja, q−1 + p−1 = 1. Defina m o
primeiro natural tal que m > n

q
, observe que

| < Tf , φ > | =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣
≤

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫

Ω

|φ(x)|q dx
) 1

q

(pela Desigualdade de Holder)

= ‖f‖Lp .
(∫

Ω

|(1 + |x|2)mφ(x)|q

(1 + |x|2)mq
dx

) 1
q

≤ ‖f‖Lp . sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)mφ(x)|

(∫
Ω

1

(1 + |x|2)mq
dx

) 1
q

<∞

pela demonstração da Proposição 2.2.

(ii) p =∞.
Como f ∈ L∞ então ‖f‖L∞ <∞. Logo,

| < Tf , φ > | =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣
≤ ‖f‖L∞ .

∫
Ω

|(1 + |x|2)mφ(x)|
(1 + |x|2)m

dx

≤ ‖f‖L∞ . sup
x∈Ω
|(1 + |x|2)mφ(x)|

∫
Ω

1

(1 + |x|2)m
dx <∞

(iii) p = 1.
Como f ∈ L1 então

∫
Ω
|f(x)| dx <∞. Logo,

| < Tf , φ > | =

∣∣∣∣∫
Ω

f(x)φ(x) dx

∣∣∣∣
≤ sup

x∈Ω
|φ(x)|.

∫
Ω

|f(x)| dx

= M ‖f‖L1 <∞

A linearidade de Tf é provada diretamente pela linearidade da integral e a
continuidade é provada aplicando o Teorema 2.4 em cada estimativa encon-
trada nos três casos.
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Observação 2.7. Pelo teorema anterior podemos dizer (passando pela as-
sociação de Tf ) que Lp(Rn) ⊂ S ′(Rn) e que L∞(Rn) ⊂ S ′(Rn).

Definição 2.6. Seja u ∈ S ′(Rn), a Transformada de Fourier de u, indicada
por û, é definida por

< û, φ > =̇ < u, φ̂ >, para toda φ ∈ S(Rn).

Note que a Transformada de Fourier de uma distribuição temperada está
bem definida e também é uma distribuição temperada.

Exemplo 2.4. Seja δ : S(Rn) 7→ C a distribuição temperada Delta de Dirac,
note que para cada φ ∈ S(Rn)

< δ̂, φ > =̇ < δ, φ̂ >= φ̂(0)

=

∫
Rn
φ(x)dx

= < 1, φ > .

Portanto δ̂ = 1.

Proposição 2.5. Seja f ∈ S(Rn), então T̂f = Tf̂ em distribuição temperada.

Demonstração. Pela definição da Transformada de Fourier de uma distri-
buição temperada e pelo item a) do Teorema 2.3 temos que para cada
φ ∈ S(Rn)

< T̂f , φ > = < Tf , φ̂ >=

∫
Rn
f(x)φ̂(x) dx

=

∫
Rn
f̂(x)φ(x) dx =< Tf̂ , φ > .

Portanto T̂f = Tf̂ .

Proposição 2.6. Seja u ∈ S ′(Rn), então ̂̌u = ˇ̂u.

Demonstração. De fato, para cada φ ∈ C∞c (Rn) temos que

< ̂̌u, φ > = < ǔ, φ̂ > = < u,
ˇ̂
φ >

= < u, ̂̌φ > = < û, φ̌ >

= < ˇ̂u, φ > .

No qual a terceira igualdade é justificada pelo item f do Teorema 2.3. Por-
tanto ̂̌u = ˇ̂u.
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Teorema 2.5 (Teorema de Plancherel). Seja f ∈ L2(Rn), então f̂ ∈ L2(Rn)

e ‖f‖2
L2 =

1

(2π)n

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2
.

Demonstração. Como S(Rn) é denso em L2(Rn) então tome {φn}n ∈ S(Rn)
tal que φn −→ f em L2(Rn). Note que∥∥∥φ̂j − φ̂k∥∥∥2

L2
=

∫
Rn

∣∣∣φ̂j − φ̂k∣∣∣2 (x) dx

=

∫
Rn

(
φ̂j − φ̂k

)(
φ̂j − φ̂k

)
(x) dx

=

∫
Rn

(
φ̂j − φ̂k

)(
φ̂j − φ̂k

)
(x) dx

=

∫
Rn

(
φ̂j.φ̂j − φ̂jφ̂k − φ̂jφ̂k + φ̂kφ̂k

)
(x) dx

=

∫
Rn

∣∣∣φ̂j∣∣∣2 (x) dx−
∫
Rn
φ̂jφ̂k(x) dx−

∫
Rn
φ̂jφ̂k(x) dx+

∫
Rn

∣∣∣φ̂k∣∣∣2 (x) dx

Aplicando o item b) do Teorema 2.3 em cada integral temos que∥∥∥φ̂j − φ̂k∥∥∥2

L2
=

∫
Rn

(
φ̂j.φ̂j − φ̂jφ̂k − φ̂jφ̂k + φ̂kφ̂k

)
(x) dx

= (2π)n
∫
Rn

(
φj.φj − φjφk − φjφk + φkφk

)
(x) dx

= (2π)n
∫
Rn
|φj − φk|2 (x) dx

= (2π)n ‖φj − φk‖2
L2 .

Como {φn}n é uma sequência convergente em L2(Rn) então {φn}n é uma
sequência de Cauchy em L2(Rn), ou seja dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖φj − φk‖L2 <
ε√

(2π)n
, para todo j, k ≥ n0.

Logo, para todo j, k ≥ n0 temos que

∥∥∥φ̂j − φ̂k∥∥∥2

L2
< (2π)n

(
ε√

(2π)n

)2

= ε2.

Como ‖·‖L2 ≥ 0 e ε > 0 então∥∥∥φ̂j − φ̂k∥∥∥
L2
< ε, para todo j, k ≥ n0.
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Portanto {φ̂n}n é uma sequência de Cauchy em L2(Rn). Além disso, como

L2(Rn) é um espaço completo então existe g ∈ L2(Rn) tal que φ̂n −→ g em
L2(Rn). Assim,

< T̂f , ψ > =̇ < Tf , ψ̂ > =

∫
Rn
f(x)ψ̂(x) dx

= lim
j→∞

∫
Rn
φj(x)ψ̂(x) dx

= lim
j→∞

∫
Rn
φ̂j(x)ψ(x) dx

=

∫
Rn
g(x)ψ(x) dx =< Tg, ψ > .

Note que a terceira igualdade é justificada pela densidade e a penúltima
igualdade é justificada pela convergência em L2 implicar na convergência em

distribuição. De fato, como
∥∥∥φ̂j − g∥∥∥

L2
−→ 0 quando j −→ ∞ então pela

Desigualdade de Holder para cada ψ ∈ S(Rn)

< Tφ̂j−g, ψ > =

∫
Rn

(φ̂j − g)(x)ψ(x) dx

≤
∥∥∥φ̂j − g∥∥∥

L2
‖ψ‖L2 −→ 0.

Portanto T̂f = Tg, ou ainda, f̂ = g-q.t.p., o que implica que f̂ ∈ L2(Rn). Por
fim, ∥∥∥f̂∥∥∥2

L2
=

∫
Rn

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣2 dx

= lim
j→∞

∫
Rn

∣∣∣φ̂j(x)
∣∣∣2 dx

= lim
j→∞

(2π)n
∫
Rn
|φj(x)|2 dx

= (2π)n
∫
Rn
|f(x)|2 dx = (2π)n ‖f‖2

L2 .

Teorema 2.6. .

(i) Seja f ∈ L1(Rn), então a transformada f̂ de f coincide com a trans-

formada em distribuição temperada, isto é, T̂f = Tf̂ .
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(ii) Seja u ∈ E ′(Rn), então û é uma função que pertence a C∞(Rn) e será
dada por

û(ξ) =< ux, e
−ix.ξ > .

Demonstração. (i) Como S(Rn) é denso em L1(Rn) então tome {φj}j ∈
S(Rn) tal que φj −→ f em L1(Rn), mostremos que φ̂j −→ f̂ . De fato,
note que ∣∣∣f̂(ξ)− φ̂j(ξ)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
e−ix.ξ (f(x)− φj(x)) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn

∣∣e−ix.ξ (f(x)− φj(x))
∣∣ dx

=

∫
Rn
|f(x)− φj(x)| dx

= ‖f − φj‖L1 .

Como ‖f − φj‖L1 −→ 0 então φ̂j −→ f̂ - q.t.p. Além disso, para cada

ψ ∈ S(Rn) temos que φ̂jψ −→ f̂ψ - q.t.p. Justifiquemos o uso do
Teorema da Convergência Dominada para concluirmos que∫

Rn
φ̂j(x)ψ(x) dx −→

∫
Rn
f̂(x)ψ(x) dx.

Isto é, devemos exibir uma g ∈ L1(Rn) tal que
∣∣∣φ̂j(x)ψ(x)

∣∣∣ ≤ g(x) -

q.t.p. e para todo j ∈ N. Para isso, note que∣∣∣φ̂j(x)ψ(x)
∣∣∣ =

∣∣∣φ̂j(x)
∣∣∣ |ψ(x)|

≤
(∣∣∣φ̂j(x)− f̂(x)

∣∣∣+
∣∣∣f̂(x)

∣∣∣) |ψ(x)|

≤
(
‖f − φj‖L1 +

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣) |ψ(x)| .

Como ‖f − φj‖L1 −→ 0 então existe uma constante M ≥ 0 tal que
‖f − φj‖L1 ≤M , para todo j ∈ N. Defina

g(x) =̇
(
M +

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣) |ψ(x)| .

Resta mostrarmos que g ∈ L1(Rn). Pela Equação 2.1 observada logo
após a definição da Transformada de Fourier de uma função em L1(Rn)

temos que f̂ é limitada, ou ainda, existe uma constante M̃ ≥ 0 tal
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que
∣∣∣f̂(x)

∣∣∣ ≤ M̃ , para todo x ∈ Rn. Para facilitar a notação defina a

constante C =̇ M + M̃ . Logo,∫
Rn
|g(x)| dx =

∫
Rn

∣∣∣(M +
∣∣∣f̂(x)

∣∣∣) |ψ(x)|
∣∣∣ dx

≤
∫
Rn
|C |ψ(x)|| dx

= C.

∫
Rn
|ψ(x)| dx <∞,

pois ψ ∈ S(Rn) e S(Rn) ⊂ L1(Rn). Finalmente, após demonstrarmos
que ∫

Rn
φ̂j(x)ψ(x) dx −→

∫
Rn
f̂(x)ψ(x) dx,

temos que para cada ψ ∈ S(Rn)

< T̂f , ψ > = < Tf , ψ̂ >=

∫
Rn
f(x)ψ̂(x) dx

= lim
j→∞

∫
Rn
φj(x)ψ̂(x) dx = lim

j→∞

∫
Rn
φ̂j(x)ψ(x) dx

=

∫
Rn
f̂(x)ψ(x) dx =< Tf̂ , ψ > .

Portanto, T̂f = Tf̂ .

(ii) Tome φ, φε como no Teorema 1.14 e defina uε =̇ u ∗ φε, note que uε ∈
C∞c (Rn) e que uε −→ u em E ′(Rn). Logo, uε −→ u em S ′(Rn) e

ûε −→ û. De fato, fixe ψ ∈ S(Rn), então ψ̂ ∈ S(Rn). Como uε −→ u
em S ′(Rn) então em particular

< uε, ψ̂ > −→ < u, ψ̂ > .

Logo, pela definição

< ûε, ψ > −→ < û, ψ > .

Por fim, como ψ é arbitrária então ûε −→ û. Suponha agora que
u ∈ C∞, então a convolução de uma distribuição com uma função
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coincide com a convolução de duas funções, logo

ûε(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξ uε(x) dx

=

∫
Rn
e−ix.ξ(u ∗ φε)(x) dx

=

∫
Rn
e−ix.ξ

[∫
Rn
u(y)φε(x− y) dy

]
dx

=

∫
Rn
u(y)

[∫
Rn
e−ix.ξφε(x− y) dx

]
dy

=

∫
Rn
u(y)

[∫
Rn
e−ix.ξe−iy.ξeiy.ξφε(x− y) dx

]
dy

=

∫
Rn
u(y)e−iy.ξ

[∫
Rn
e−i(x−y).ξφε(x− y) dx

]
dy

=

∫
Rn
u(y)e−iy.ξ

[∫
Rn
e−ix̃.ξφε(x̃) dx̃

]
dy

=

[∫
Rn
e−ix̃.ξφε(x̃) dx̃

] ∫
Rn
u(y)e−iy.ξ dy

= φ̂ε(ξ)

∫
Rn
u(y)e−iy.ξ dy

= φ̂ε(ξ) < uy, e
−iy.ξ >

= φ̂(εξ) < uy, e
−iy.ξ > .

Note que a última igualdade é verdadeira pois utilizando a mudança

de variável
x

ε
= y temos

φ̂ε(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξ φε(x) dx

=

∫
Rn
e−ix.ξ

1

εn
φ
(x
ε

)
dx

=

∫
Rn
e−iy.(εξ) φ(y) dy

= φ̂(εξ).

Consideremos agora o caso geral: u ∈ E ′(Rn). Como uε ∈ C∞c (Rn) ⊂
L1(Rn), então pelo primeiro item deste teorema temos que a transfor-
mada de uε como função coincide com a transformada de uε como uma

93



distribuição, logo

ûε(ξ) =

∫
Rn
e−ix.ξuε(x) dx

= < Tuε , e
−ix.ξ >

= Tuε ∗ (e−ix.ξ)ˇ(0)

= uε ∗ (e−ix.ξ)ˇ(0) (pela Observação 1.9)

=̇ (u ∗ φε) ∗ (e−ix.ξ)ˇ(0)

= u ∗ [φε ∗ (e−ix.ξ)ˇ] (0)

= < u, [φε ∗ (e−ix.ξ)ˇ]ˇ >

= φ̂(εξ) < u, e−iy.ξ > .

Observe que supp(Tuε) = supp(uε) ⊆ K, com K compacto, então Tuε ∈
E ′(Rn). Além disso, temos que e−ix.ξ ∈ C∞(Rn), logo o terceiro termo
está bem definido. Para justificarmos a última igualdade considere a
seguinte mudança de variável: −y − z = w. Assim,

[φε ∗ (e−ix.ξ)ˇ]ˇ(y) = [φε ∗ (e−ix.ξ)ˇ] (−y)

= (φε ∗ eix.ξ) (−y)

= (eix.ξ ∗ φε) (−y)

=

∫
Rn
eiz.ξφε(−y − z) dz

=

∫
Rn
ei(−w−y).ξφε(w) dw

=

∫
Rn
e−i(w+y).ξφε(w) dw

=

∫
Rn
e−iw.ξe−iy.ξφε(w) dw

= e−iy.ξ
∫
Rn
e−iw.ξφε(w) dw

= e−iy.ξ φ̂ε(ξ)

= e−iy.ξ φ̂(εξ).

Como

∫
Rn
φ(x) dx = 1 então φ̂(εξ) −→ 1 quando ε −→ 0 em C∞(Rn).
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De fato,

|φ̂(εξ)− 1| = |φ̂(εξ)− φ̂(0)|

≤ ε|ξ|
∣∣∣∣ sup
x∈Rn
5φ̂(x)

∣∣∣∣
≤

∥∥∥5φ̂∥∥∥
L∞

ε|ξ| −→ 0,

para cada K ⊂ Rn compacto. Portanto

ûε(ξ) −→ û(ξ) em S ′(Rn)

ûε(ξ) −→ < uy, e
−iy.ξ > em C∞(Rn).

Pela unicidade do limite conclúımos que

û(ξ) =< uy, e
−iy.ξ > .

A seguir veremos um exemplo no qual tentaremos calcular explicitamente
a Transformada de Fourier da distribuição temperada TH que não pertence
a L1(Rn).

Exemplo 2.5. Seja TH ∈ S ′(R) a distribuição temperada de Heaviside e
defina uε(x) = H(x)e−εx. Note que H /∈ L1(R), por outro lado uε ∈ L1 e
uε −→ TH(x) em S ′(Rn) quando ε −→ 0. Além disso,

ûε(ξ) =

∫
R
e−ixξuε(x) dx

=

∫
R
e−ixξH(x)e−εx dx

=

∫ ∞
0

e−ixξe−εx dx

=

∫ ∞
0

e−x(ε+iξ) dx

= lim
M→∞

−e
−x(ε+iξ)

ε+ iξ

∣∣∣∣M
0

= − 1

ε+ iξ
lim
M→∞

[
e−M(ε+iξ) − e−0(ε+iξ)

]
= − 1

ε+ iξ
lim
M→∞

[
e−M(ε+iξ) − 1

]
=

1

ε+ iξ

=
ε

ε2 + ξ2
− i ξ

ε2 + ξ2
.
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Defina gε(ξ) =
1

π

ε

ε2 + ξ2
. Observe que gε ∈ L1(R) e que

(i) Para todo ε ∈ R+,

∫
R
gε(x) dx = 1. De fato, seja ε > 0, então

∫
R
gε(x) dx =

∫
R

1

π

ε

ε2 + ξ2
dx

=
ε

π

∫
R

1

ε2 + ξ2
dx

=
2ε

π

∫ ∞
0

1

ε2 + ξ2
dx

=
2ε

π
lim
M→∞

[
1

ε
arctan

( x
ε

)∣∣∣M
0

]
=

2ε

π

1

ε
lim
M→∞

[
arctan

(
M

ε

)
− arctan

(
0

ε

)]
=

2

π
lim
M→∞

[
arctan

(
M

ε

)
− arctan (0)

]
=

2

π
lim
M→∞

arctan

(
M

ε

)
=

2

π

π

2
= 1.

(ii) Para cada a > 0 fixo,

∫
|x|>a

gε(x) dx −→ 0 quando ε −→ 0. De fato,

∫
|x|>a

gε(x) dx =

∫
|x|>a

1

π

ε

ε2 + ξ2
dx

=
ε

π

∫
|x|>a

1

ε2 + ξ2
dx

=
2ε

π

∫ ∞
a

1

ε2 + ξ2
dx

≤ 2ε

π

∫ ∞
a

1

ξ2
dx

=
2ε

π
lim
M→∞

[
− 1

M
+

1

a

]
=

2ε

π

1

a
=

2ε

πa
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Logo,

lim
ε→0

[∫
|x|>a

gε(x) dx

]
= lim

ε→0

2

πa
ε = 0.

Pela Proposição 1.9 temos que gε −→ δ em D ′(R), ou ainda

ε

ε2 + ξ2
−→ πδ em D ′(R).

Mostremos agora que

ξ

ε2 + ξ2
−→ p.v.

1

ξ
em D ′(R).

De fato, defina fε(ξ) =
ξ

ε2 + ξ2
. Para cada φ ∈ C∞c (Rn) temos que

lim
ε→0

< Tfε , φ > = lim
ε→0

∫
Rn
fε(x)φ(x) dx

= lim
ε→0

∫
Rn

x

ε2 + x2
φ(x) dx

= lim
ε→0

∫
Rn−0

x

ε2 + x2
φ(x) dx

= lim
ε→0

lim
R→0

∫
B(0,R)c

x

ε2 + x2
φ(x) dx

= lim
R→0

lim
ε→0

∫
B(0,R)c

x

ε2 + x2
φ(x) dx

= lim
R→0

∫
B(0,R)c

lim
ε→0

x

ε2 + x2
φ(x) dx (pelo T.C.D.)

= lim
R→0

∫
B(0,R)c

φ(x)

x
dx

=̇ p.v.
1

x
.

Por fim, pela unicidade do limite podemos concluir que

T̂H = πδ − i.p.v.
1

x
.

Observação 2.8. Podemos utilizar o resultado anterior para calcular a

Transformada de Fourier das distribuições δ e p.v.
1

x
. Pela Proposição 2.6

temos que ̂̌TH = πδ + i.p.v.
1

x
.
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Além disso, sabemos que ŤH = TȞ . Note agora que

T̂1 = T̂H+Ȟ = ̂TH + TȞ = T̂H + T̂Ȟ

= πδ − i.p.v.
1

x
+ πδ + i.p.v.

1

x
= 2πδ.

Pelo item d do Teorema 2.3 temos que

δ̂ =
1

2π
̂̂
T1 =

1

2π
2πŤ1 = T1.

Portanto, assim como no Exemplo 2.4 conclúımos que δ̂ = 1. Continuando,
defina a função sinal sn(x) =̇ H(x)−H(−x), observe que šn = −sn. Assim,

T̂sn = T̂H−Ȟ = ̂TH − TȞ = T̂H − T̂Ȟ

= πδ − i.p.v.
1

x
− πδ − i.p.v.

1

x

= −2i.p.v.
1

x
.

Utilizando novamente item d do Teorema 2.3 temos que

̂
p.v.

1

ξ
=
i

2

̂̂
Tsn =

i

2
2πŤsn = iπT−sn = −iπTsn.

Portanto conclúımos que
̂
p.v.

1

x
= −iπsn.

2.3 Transformada Parcial de Fourier

Considere Ω ∈ Rn e f : Ω×Rm 7→ R tal que f ∈ L1
loc(Ω×Rm). Se para cada

K ⊂ Ω compacto ∫
K

(∫
Rm
|f(t, x)| dx

)
dt <∞.

então pelo Teorema de Fubini temos que f é integrável em x para quase todo
t ∈ Ω. Logo podemos definir a Transformada de Fourier de f na variável x
como a seguir.

Definição 2.7. Suponha f como anteriormente, defina a Transformada Par-
cial de Fourier em relação a variável x como

f̃(t, ξ) =

∫
Rm

e−ix.ξf(t, x) dx, para quase todo t ∈ Ω.

Podemos também utilizar a notação f̃ = f̃x, no qual enfatiza a Transformada
Parcial de Fourier sendo aplicada na variável x.
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Observação 2.9. Pela definição acima note que f̃ é cont́ınua na variável ξ
para quase todo t ∈ Ω, além disso temos que f̃ ∈ L1

loc(Ω×Rm). De fato, seja
K1 ×K2 um subconjunto compacto de Ω×Rm, no qual K1 ⊂ Ω e K2 ⊂ Rm

são conjuntos compactos, então∫
K1

(∫
K2

|f̃(t, ξ)| dξ
)
dt =

∫
K1

(∫
K2

∣∣∣∣∫
Rm

e−ix.ξf(t, x)dx

∣∣∣∣ dξ) dt

≤
∫
K1

(∫
K2

(∫
Rm
|e−ix.ξf(t, x)|dx

)
dξ

)
dt

≤
∫
K1

(∫
K2

(∫
Rm
|f(t, x)|dx

)
dξ

)
dt

=

∫
K2

(∫
K1

(∫
Rm
|f(t, x)|dx

)
dt

)
dξ

=

(∫
K1

(∫
Rm
|f(t, x)|dx

)
dt

)
m(K2) <∞.

Definição 2.8. Sejam Ω ⊂ Rn, π1 : Rn ×Rm 7→ Rn a função projeção dada
por π1(t, x) = t e

S(Rn × Rm) = {φ ∈ C∞(Rn × Rm) / sup
(t,x)∈Rn×Rm

|(t, x)α ∂β(t,x) φ(t, x)| <∞}.

Então definimos

C∞c (Ω, S(Rm)) = {φ ∈ S(Rn × Rm) , π1(supp(φ)) é compacto em Ω}.

Definição 2.9. Seja {φj}j uma sequência em C∞c (Ω, S(Rm)), dizemos que
φj −→ 0 em C∞c (Ω, S(Rm)) se

(i) φj −→ 0 em S(Rn × Rm).

(ii) Existe K ⊂ Ω compacto tal que πj(supp(φj)) ⊂ K, para todo j ∈ N.
Ou ainda, supp(φj) ⊂ K × Rm.

Definição 2.10. De maneira análoga a primeira definição de Transformada
Parcial de Fourier, seja ψ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)), então definimos sua Transfor-
mada Parcial como

ψ̂x(t, ξ) =

∫
Rm

e−ix.ξψ(t, x)dx.

Teorema 2.7. A Transformada Parcial de Fourier é um operador cont́ınuo
e inverśıvel em C∞c (Ω, S(Rm)) e para quaisquer φ, ψ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)) e α, β
multi-́ındices valem as seguintes fórmulas
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(i) D̂α
x ψ(t, ξ) = ξαψ̂x(t, ξ).

(ii) x̂α ψ(t, ξ) = (−1)|α|Dαψ̂(t, ξ).

(iii) Dβ
t ψ̂(t, ξ) = D̂β

t ψ(t, ξ).

(iv)

∫
Rm

∫
Ω

φ̂(t, ξ)ψ(t, ξ) dt dξ =

∫
Rm

∫
Ω

ψ̂(t, ξ)φ(t, ξ) dt dξ.

Demonstração. Seja F : C∞c (Ω, S(Rm)) 7→ C∞c (Ω, S(Rm)) o operador dado

por F(ψ)(t, ξ) = ψ̂x(t, ξ). Fixando a variável t podemos demonstrar de
maneira análoga ao Teorema 2.1 que F está bem definido e é cont́ınuo. Além
disso, o operador inverso será dado por

F−1(φ)(t, x) =
1

(2π)m

∫
Rm

eix.ξφ(t, ξ) dξ.

Ou ainda,

F−1(ψ̂)(t, x) =
1

(2π)m

∫
Rm

eix.ξψ̂(t, ξ) dξ = ψ(t, x).

A demonstração dos itens (i) e (ii) segue também do Teorema 2.1 nas
variáveis x. Para demonstrarmos o terceiro item suponha |β| = 1, note
que

∂tj ψ̂ = lim
h→0

∫
Rm e

−ixξψ(t̃, x) dx−
∫
Rm e

−ixξψ(t, x) dx

h

= lim
h→0

∫
Rm

e−ixξ
ψ(t̃, x)− ψ(t, x)

h
dx

=

∫
Rm

e−ixξ lim
h→0

ψ(t̃, x)− ψ(t, x)

h
dx

=

∫
Rm

e−ixξ∂tjψ(t, x) dx,

no qual t̃ =̇ t + ejh. O caso geral decorre por indução. Por fim, para cada
t ∈ Ω fixo temos pelo Teorema 2.3 que∫

Rm
φ̂(t, ξ)ψ(t, ξ) dξ =

∫
Rm

ψ̂(t, ξ)φ(t, ξ) dξ.

Integrando em relação a variável t obtemos∫
Ω

∫
Rm

φ̂(t, ξ)ψ(t, ξ) dξ dt =

∫
Ω

∫
Rm

ψ̂(t, ξ)φ(t, ξ) dξ dt.
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Logo, ∫
Rm

∫
Ω

φ̂(t, ξ)ψ(t, ξ) dt dξ =

∫
Rm

∫
Ω

ψ̂(t, ξ)φ(t, ξ) dt dξ.

Definição 2.11. Seja u : C∞c (Ω, S(Rm)) 7→ C um funcional linear e cont́ınuo
em C∞c (Ω, S(Rm)), então dizemos que u é uma distribuição temperada em
x ∈ Rm. Além disso, o espaço das distribuições temperadas em x é denotado
por D ′(Ω;S ′(Rm)).

Definição 2.12. Seja u ∈ D ′(Ω;S ′(Rm)), definimos a Transformada Parcial
de Fourier de uma distribuição temperada em x por

< ũ, φ > =̇ < u, φ̂ >, para toda φ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)).

Exemplo 2.6. Considere Ω = R, m = 1 e defina δ : C∞c (R, S(R)) 7→ C a
distribuição temperada em x Delta de Dirac, então

< δ̃, φ > = < δ, φ̂ > = φ̂(0, 0) =

∫ ∞
−∞

φ(0, x)dx.

Observe que esta distribuição atua como δ na variável t e na segunda variável
atua como a função 1. Assim, podemos denotar δ̃ = δ(t). Além disso, note
que supp(δ) = {0} × R.

Por fim, de maneira análoga vemos que a Transformada Parcial de Fourier
para δ : C∞c (R, S(Rm)) 7→ C é dada por

< δ̃, φ > = < δ, φ̂ > = φ̂(0,0) =

∫
Rm

φ(0, x)dx,

no qual 0 ∈ Rm.

Proposição 2.7. Sejam u ∈ D ′(Ω;S ′(Rm)) e α, β multi-́ındices, então

(i) D̃α
x u = ξαũ.

(ii) x̃α u = (−1)|α|Dαũ.

(iii) Dβ
t ũ = D̃β

t u.

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)), pelo Teorema 2.7 temos que
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(i)

< D̃α
x u, φ > = < Dα

x u, φ̂ >

= (−1)α < u,Dα
x φ̂ >

= < u, (−1)αDα
x φ̂ >

= < u, (−1)αDα
x φ̂(t, ξ) >

= < u, x̂αφ(t, ξ) >

= < ũ, xα(t, ξ)φ(t, ξ) >

= < ũ, ξαφ(t, ξ) >

= < ξαũ, φ > .

Portanto D̃α
x u = ξαũ.

(ii)

< (−1)α Dα
x ũ, φ > = < Dα

x ũ , (−1)α φ >

= (−1)α < ũ ,Dα
x (−1)αφ >

= < ũ , (−1)α Dα
x (−1)αφ >

= < ũ , (−1)2α Dα
x φ >

= < ũ ,Dα
x φ >

= < u, D̂α
x φ >

= < u, ξαφ̂ >

= < u, xα(t, ξ)φ̂(t, ξ) >

= < xαu, φ̂ >

= < x̃αu, φ > .

Portanto x̃α u = (−1)|α| Dα
x ũ.

(iii)

< D̃β
t u, φ > = < Dβ

t u, φ̂ >

= (−1)β < u,Dβ
t φ̂ >

= (−1)β < u, D̂β
t φ >

= (−1)β < ũ,Dβ
t φ >

= < Dβ
t ũ, φ > .

Portanto Dβ
t ũ = D̃β

t u.
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Proposição 2.8. Seja f ∈ C∞c (Ω, S(Rm)) e Tf ∈ D ′(Ω;S ′(Rm)) a distri-

buição temperada associada a f então T̃f = Tf̂

Demonstração. Seja φ ∈ C∞c (Ω, S(Rm)), então

< T̃f , φ > = < Tf , φ̂ >

=

∫
Rn

∫
Ω

f(t, x)φ̂(t, x) dt dx

=

∫
Rn

∫
Ω

f̂(t, x)φ(t, x) dt dx (pelo Teorema 2.7)

= < Tf̂ , φ > .
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Caṕıtulo 3

Solução Fundamental

Antes de apresentarmos o conceito em soluções fundamentais vamos ilustrar
uma motivação. Considere a função Hc : R 7→ R dada por

Hc(x) =

{
1, x > c,
0, x ≤ c.

Lembremos que para c = 0 temos a função de Heaviside e que T ′H = δ. Além
disso, de maneira análoga ao Exemplo 1.19 podemos mostrar que T ′Hc = δc,
para todo c ∈ R.

Motivação: Dado f ∈ E ′(R), podemos exibir u ∈ D ′(R) tal que
du

dx
= f em

distribuição? Para responder a pergunta acima, defina u =̇ E ∗ f , no qual E
é uma distribuição, suponha que

du

dx
=
d(E ∗ f)

dx
=
dE

dx
∗ f = δ ∗ f = f.

Assim, u seria solução da nossa equação e bastaŕıamos encontrar uma distri-

buição E tal que
dE

dx
= δ, simplificando nosso problema reduzindo para algo

que não depende mais de f . Chamamos a distribuição E de solução funda-

mental para a equação
du

dx
= f e neste caso sabemos que E = TH satisfaz

nosso problema, visto que
dTH
dx

= δ.

Definição 3.1. Seja aα : Ω ⊂ Rn 7→ C, no qual aα ∈ C∞(Ω) e 0 ∈ Ω.
Considere o operador

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα.
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Dizemos que E ∈ D ′(Ω) é uma solução fundamental para o operador P (x,D)
quando P (x,D)E = δ.

Observação 3.1. Em particular considere P (D) =
∑
|α|≤m

aαD
α, com aα ∈ C e

suponha que E ∈ D ′(Ω) é uma solução fundamental para o operador P (x,D).

(i) Seja u ∈ E ′(Ω), existe w ∈ D ′(Ω) tal que P (D)w = u?

Defina w =̇ E∗u. Observe que w está bem definido e pertence a D ′(Ω).
Além disso,

P (D)w = P (D)[E ∗ u] =
∑
|α|≤m

aαD
α[E ∗ u]

= [P (D)E] ∗ u = δ ∗ u = u.

(ii) Seja f ∈ D ′(Ω), quais condições são necessárias para que possamos
exibir um funcional u tal que P (D)u = f?

Observe que a prinćıpio u =̇ E ∗ f não está bem definido, pois E, f ∈
D ′(Ω). Suponha que exista u ∈ E ′(Ω) tal que P (D)u = f . Neste caso
observe que supp(u) ⊂ K, com K compacto. Logo,

supp(f) = supp(P (D)u) ⊂ supp(u) ⊂ K.

Portanto f ∈ E ′(Ω). Logo a condição para que u = E ∗ f esteja bem
definido é u pertencer a E ′(Ω). Por fim, de maneira análoga ao item
anterior conclúımos que P (D)u = f .

Teorema 3.1 (Teorema de Existência e Unicidade de Solução de EDO’s
de primeira ordem). Seja R ⊂ R2 uma região retangular no plano xy que

contenha o ponto (x0, y0) em seu interior. Se f e
∂f

∂y
são funções cont́ınuas

em R, então existem um intervalo aberto I que contém x0 e uma única função
y ∈ C1(I) tal que y é solução do problema de valor inicial a seguir{

dy

dx
= f(x, y),

y(x0) = y0.

Teorema 3.2 (Teorema de Existência e Unicidade de Solução de EDO’s
lineares de ordem superior). Sejam an, an−1, ..., a1, a0 e g funções cont́ınuas
em um intervalo I que contém x0, com an(x) 6= 0 para todo x ∈ I. Então
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existe uma única função y ∈ Cn(I) tal que y é solução do seguinte problema
de valor inicial, neste intervalo

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x),

y(x0) = y00,
dy

dx
(x0) = y01,

...
dn−1y

dxn−1
(x0) = y0(n−1).

Exemplo 3.1. Considere P (x,D) =
d

dx
+ a(x), no qual a ∈ C∞(I). Dado

c ∈ I, existe E ∈ D ′(I) tal que P (x,D)E = δc?

Primeiramente, considere o seguinte problema de valor inicial{
P (x,D)f = 0,
f(c) = 1.

Observe que pelo Teorema 3.1 existe uma função f cont́ınua em uma vizi-
nhança de c tal que f é solução do PVI. Defina E =̇ fu, no qual u ∈ D ′(I).
Qual u devemos tomar para que E seja solução fundamental deste problema,
ou ainda, P (x,D)E = δc? Note que

P (x,D)E = P (x,D)(fu) =

[
d

dx
+ a(x)

]
(fu)

=
df

dx
u+ f

du

dx
+ a(x)fu

=

[
df

dx
+ a(x)f

]
u+ f

du

dx

= [P (x,D)f ]u+ f
du

dx
= f

du

dx
.

Como f(c) 6= 0 então existe uma vizinhança Vc de c tal que f(x) 6= 0, para
todo x ∈ Vc. Logo,

f
du

dx
= δc ⇔

du

dx
=

1

f
δc.

Por outro lado,
1

f
δc =

1

f(c)
δc = δc.
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De fato, para cada φ ∈ C∞c (I) temos que

< gδc, φ > = < δc, gφ >= g(c)φ(c)

= g(c) < δc, φ >=< g(c)δc, φ > .

Portanto basta encontrarmos u ∈ D ′(I) tal que
du

dx
= δc. Como visto no

ińıcio deste caṕıtulo,
dTHc
dx

= δc, logo tomamos u = THc .

A seguir veremos que o exemplo anterior é um caso particular do operador

P (x,D) =
dm

dxm
+

m−1∑
j=0

aj(x)
dj

dxj

e que a Solução Fundamental encontrada anteriormente nos ajuda a definir
uma Solução Fundamental para o caso geral.

Exemplo 3.2. Considere o operador

P (x,D) =
dm

dxm
+

m−1∑
j=0

aj(x)
dj

dxj
,

no qual aj ∈ C∞(I) para todo j = 0, 1, ...,m − 1. Dado c ∈ I, existe
E ∈ D ′(I) tal que P (x,D)E = δc?

Considere o seguinte problema de valor inicial
P (x,D)f = 0;
f (j)(c) = 0, j = 0, 1, ...,m− 2;
f (m−1)(c) = 1.

Observe novamente que pelo Teorema 3.2 existe uma função f solução do
PVI. Defina E =̇ fu, no qual u = THc . Mostremos que E é uma solução
fundamental deste problema, ou ainda, P (x,D)E = δc. Inicialmente, note
que

P (x,D)E =

[
dm

dxm
+

m−1∑
j=0

aj(x)
dj

dxj

]
(fTHc)

=
dm

dxm
[fTHc ] +

m−1∑
j=0

aj(x)
dj

dxj
[fTHc ].

Por outro lado, mostremos por indução que

dj

dxj
[fTHc ] = f (j)THc , j = 1, ...,m− 1.
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De fato, para j = 1 temos que

d

dx
[fTHc ] =

df

dx
THc + f

d

dx
THc

= f ′THc + fδc

= f ′THc + f(c)δc

= f ′THc + 0δc = f ′THc .

Suponha agora que a identidade seja verdadeira para algum j ∈ {1, ...,m−2},
mostremos que é válida para j + 1.

dj+1

dxj+1
[fTHc ] =

d

dx

[
dj

dxj
[fTHc ]

]
=

d

dx

[
f (j)THc

]
= f (j+1)THc + f (j) d

dx
THc

= f (j+1)THc + f (j)δc

= f (j+1)THc + f (j)(c)δc

= f (j+1)THc + 0δc = f (j+1)THc .

Por fim, observe que

dm

dxm
[fTHc ] =

d

dx

[
dm−1

dxm−1
[fTHc ]

]
=

d

dx

[
f (m−1)THc

]
= f (m)THc + f (m−1) d

dx
THc

= f (m)THc + f (m−1)δc

= f (m)THc + f (m−1)(c)δc

= f (m)THc + δc.

Logo,

P (x,D)E =
dm

dxm
[fTHc ] +

m−1∑
j=0

aj(x)
dj

dxj
[fTHc ]

= f (m)THc + δc +
m−1∑
j=0

aj(x)f (j)THc

= [P (x,D)f ]THc + δc

= 0THc + δc = δc.
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Portanto E = fTHc é uma solução fundamental deste problema.

Nas próximas seções estudaremos a solução fundamental de três impor-
tantes operadores: Calor, Onda e Laplaciano. O método utilizado para en-
contrar essas soluções fundamentais é inspirado nos exemplos anteriores, ou
seja, definiremos uma distribuição u =̇ fTH , no qual f é a solução de um
PVI conveniente para cada operador. Nossas soluções fundamentais então
serão encontradas ao manipularmos esta distribuição u.
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3.1 Solução Fundamental do operador de

calor

Considere t ∈ R e x ∈ Rn, definimos o operador de calor em Rn+1 como

P (t, x,D) =
∂

∂t
−∆x,

no qual ∆x =
n∑
i=1

∂2
xi

= i2
n∑
i=1

D2ei = −
n∑
i=1

D2ei .

Definição 3.2. Dizemos que E ∈ D ′(R;S ′(Rn)) é uma Solução Fundamental
para o operador de calor quando P (t, x,D)E = δ.

Aqui δ é a função delta de Dirac δ(0,0) em R × Rn e iremos omitir a
notação por simplicidade. A notação D ′(R;S ′(Rn)) denota o conjunto dos
funcionais lineares cont́ınuos de C∞c (R;S(Rn)) formado pelas funções ϕ(t, x)
tal que para cada t0 fixo temos ϕ(t0, x) ∈ S(Rn) e para cada x fixo temos
ϕ(t, x) ∈ C∞c (R).

Seja E uma Solução Fundamental para o operador de calor, logo

∂

∂t
E +

n∑
j=1

D2ejE = δ.

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relação a variável x temos
que

∂

∂t
E +

n∑
j=1

D2ejE = δ ⇔ ∂̃

∂t
E +

n∑
j=1

D̃2ejE = δ̃

⇔ ∂

∂t
Ẽ +

n∑
j=1

ξ2ej Ẽ = δ̃

⇔ ∂

∂t
Ẽ + |ξ|2Ẽ = δ̃, (3.1)

no qual a segunda equivalência é garantida pela Proposição 2.7. Observe que

〈δ̃, ϕ〉 = 〈δ, ϕ̃〉 = ϕ̃(0, 0) =

∫
Rn
ϕ(0, x)dx,

uma vez que

ϕ̃(t, ξ) =

∫
Rn
e−ix·ξϕ(t, x)dx.
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Para cada ξ ∈ Rn considere o seguinte problema de valor inicial{
∂

∂t
f + |ξ|2f(t, ξ) = 0;

f(0, ξ) = 1.

Observe que f(t, ξ) = e−|ξ|
2t é solução para todo ξ ∈ Rn. De fato,

∂

∂t
f + |ξ|2f =

∂

∂t
e−|ξ|

2t + |ξ|2e−|ξ|2t

= −|ξ|2e−|ξ|2t + |ξ|2e−|ξ|2t = 0,

e f(0, ξ) = e−0|ξ|2 = 1. Mostremos que Ẽ(t, ξ) := f(t, ξ)TH(t) satisfaz a
Equação 3.1.

∂

∂t
Ẽ + |ξ|2Ẽ =

∂

∂t
[fTH ] + |ξ|2fTH

=

[
∂

∂t
f

]
TH + f

[
∂

∂t
TH

]
+ |ξ|2fTH

=

[
∂

∂t
f + |ξ|2f

]
TH + f

[
∂

∂t
TH

]
= 0TH + f

[
∂

∂t
TH

]
= f δ̃ = δ̃.

Justifiquemos a penúltima igualdade, isto é,
∂

∂t
TH = δ̃ em D ′(R;S ′(Rn)).

Seja φ ∈ C∞c (R;S(Rn)), note que supp(φ) ⊆ K × Rn, com K = [−M,M ]
para algum M > 0, então
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<
∂

∂t
TH , φ > = − < TH ,

∂

∂t
φ >

= −
∫
Rn

∫
R
H(t)

∂φ

∂t
(t, x) dt dx

= −
∫
Rn

[∫ ∞
0

∂φ

∂t
(t, x) dt

]
dx

= −
∫
Rn

[∫ M

0

∂φ

∂t
(t, x) dt

]
dx

= −
∫
Rn

[φ(M,x)− φ(0, x)] dx

= −
∫
Rn
−φ(0, x)dx

=

∫
Rn
φ(0, x)dx

= < δ̃, φ > (pelo Exemplo 2.6).

Portanto
∂

∂t
TH = δ̃ em D ′(R;S ′(Rn)). Justifiquemos agora a última igual-

dade, isto é, f δ̃ = δ̃ em D ′(R;S ′(Rn)). Seja φ ∈ C∞c (R;S(Rn)), então

< fδ̃, φ > = < δ̃, fφ >

=

∫
Rn
f(0, x)φ(0, x) dx

=

∫
Rn

1.φ(0, x) dx

= < δ̃, φ > .

Assim, vimos que Ẽ(t, ξ) = f(t, ξ)TH(t), porém nosso interesse é encon-

trar a solução fundamental E. Para isso, note que Ẽ = fTH = TfH . De fato,
seja φ ∈ C∞c (R;S(Rn)), então

< fTH , φ > = < TH , fφ >

=

∫
Rn

∫
R
H(t)f(t, x)φ(t, x) dt dx

=

∫
Rn

∫
R
f(t, x)H(t)φ(t, x) dt dx

= < TfH , φ > .
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Além disso, como

Ẽ(t, ξ) =

{
e−|ξ|

2t, se t > 0;
0, se t ≤ 0;

então para cada t > 0 fixo temos que Ẽ(t, ξ) ∈ S(Rn) logo podemos aplicar
a inversa da transformada de Fourier e assim

E(t, x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eix.ξe−|ξ|

2t dξ

=
n∏
j=1

1

2π

∫
R
eixjξje−ξ

2
j t dξj.

Utilizando a seguinte mudança de variável: ξj =
s√
2t

ficamos com

E(t, x) =
n∏
j=1

1

2π

∫
R
e
ixj

s√
2t e−

s2

2
1√
2t
ds

=
n∏
j=1

1

2π
√

2t

∫
R
e
ixj√

2t
s
e−

s2

2 ds

=
n∏
j=1

1

2π
√

2t

∫
R
e
−i
−xj√

2t
s
e−

s2

2 ds.

Além disso, pelo Exemplo 2.3 temos que se φ(s) = e−
s2

2 então φ̂(r) =

(2π)
1
2 e−

r2

2 . Logo

E(t, x) =
n∏
j=1

1

2π
√

2t
φ̂

(
−xj√

2t

)

=
n∏
j=1

1

2π
√

2t
(2π)

1
2 e−

x2
j

4t

=
n∏
j=1

1√
4πt

e−
x2
j

4t

=
1

(4πt)
n
2

e
−|x|2

4t .

Por outro lado, considerando t ≤ 0 temos que E(t, x) = 0. Note que a
continuidade função E(t, x) é mantida em (0, x) para x 6= 0, visto que

1

(4πt)
n
2

e
−|x|2

4t −→ 0, quando t −→ 0.
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Finalmente, podemos concluir que uma Solução Fundamental para o Opera-
dor de Calor E(t, x) é dada por

E(t, x) = H(t)
1

(4πt)
n
2

e
−|x|2

4t .

Claramente quando t 6= 0 temos que E(t, x) é uma funçao suave e além
disso E(t, x) e todas suas derivadas convergem a zero quando (t, x) −→ (0, x)
para x 6= 0. Dessa forma conclúımos que E(t, x) é suave fora da origem. As
seguintes propriedades são v́lidas para E(t, x);

(i) E(t, x) ≥ 0;

(ii) para cada t > 0 temos
∫
Rn E(t, x)dx = 1;

(iii)
∫
|x|>aE(t, x)dx −→ 0 se t −→ 0+ e a > 0 fixo.

Pela Proposição 1.9 temos que E(t, x) −→ δx em D′(Rn) quando t → 0+.
Com isso provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja f ∈ S(Rn) então a equação{
ut −∆xu = 0, t > 0, x ∈ Rn;
u(0, x) = f(x);

é dada por u(t, x) = E(t, x) ∗ f(x) suave em (0,∞)× Rn.

Obs.: a conclusão do teorema ainda é válida se assumirmos f(x) cont́ınua sa-
tisfazendo |f(x)| ≤ AeB|x| e nesse caso u(t, x) = E(t, x) ∗ f(x) é diferenciável
em (0,∞)× Rn.
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3.2 Solução Fundamental do operador de onda

A seguir apresentaremos o operador de onda e utilizaremos um método
análogo ao anterior para encontrarmos uma solução fundamental.

Consideremos o operador de onda em Rn+1 dado por

P (t, x,D) =
∂2

∂t2
−∆x =

∂2

∂t2
+

n∑
i=1

D2ei .

Definição 3.3. Dizemos que E ∈ D ′(R;S ′(Rn)) é uma solução Fundamental
para o operador de onda quando P (t, x,D)E = δ.

Seja E uma Solução Fundamental para o operador de onda, logo

∂2

∂t2
E +

n∑
j=1

D2ejE = δ.

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relação a variável x temos
que

∂2

∂t2
E +

n∑
j=1

D2ejE = δ ⇔ ∂̃2

∂t2
E +

n∑
j=1

D̃2ejE = δ̃

⇔ ∂2

∂t2
Ẽ +

n∑
j=1

ξ2ej Ẽ = δ̃

⇔ ∂2

∂t2
Ẽ + |ξ|2Ẽ = δ̃. (3.2)

Consideremos agora o seguinte PVI

∂2

∂t2
f + |ξ|2f = 0;

f(0, ξ) = 0;
∂

∂t
f(0, ξ) = 1.

Encontremos uma solução f da forma f(t, ξ) = c(ξ)eλt. Para isso note que

λ2 + |ξ|2 = 0⇔ λ = ±|ξ|i.
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Assim, temos que

f(t, ξ) = c1(ξ)ei|ξ|t + c2(ξ)e−i|ξ|t

= c1(ξ) [cos(|ξ|t) + i sen (|ξ|t)] + c2(ξ) [cos(−|ξ|t) + i sen (−|ξ|t)]
= c1(ξ) [cos(|ξ|t) + i sen (|ξ|t)] + c2(ξ) [cos(|ξ|t)− i sen (|ξ|t)]
= [c1(ξ) + c2(ξ)] cos(|ξ|t) + [c1(ξ)i− c2(ξ)i] sen (|ξ|t)
= c̃1(ξ) cos(|ξ|t) + c̃2(ξ) sen (|ξ|t).

Pela primeira condição inicial

f(0, ξ) = c̃1(ξ) cos(0) + c̃2(ξ) sen (0) = c̃1(ξ) = 0.

Logo, f(t, ξ) = c̃2(ξ) sen (|ξ|t). Aplicando a derivada parcial em relação a t
temos que

∂

∂t
f(t, ξ) = c̃2(ξ)|ξ| cos(|ξ|t).

Pela segunda condição

∂

∂t
f(0, ξ) = c̃2(ξ)|ξ| = 1.

Assim, para ξ 6= 0 temos que c̃2(ξ) =
1

|ξ|
e portanto

f(t, ξ) =
sen (|ξ|t)
|ξ|

.

Suponha agora que ξ = 0, então podemos apresentar nosso problema como

∂2

∂t2
f(t, 0) = 0;

f(0, 0) = 0;
∂

∂t
f(0, 0) = 1.

Logo f(t, 0) = C1t + C2, com C1, C2 constantes. Pelas condições iniciais
temos que C1 = 1 e C2 = 0. Portanto definiremos nossa f como

f(t, ξ) =


sen (|ξ|t)
|ξ|

, se ξ 6= 0;

t, se ξ = 0;
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Observe que a continuidade da f em ξ = 0 é satisfeita, pois

lim
|ξ|→0

f(t, ξ) = lim
|ξ|→0

sen (|ξ|t)
|ξ|

= lim
|ξ|→0

t
sen (|ξ|t)
|ξ|t

= t lim
|ξ|→0

sen (|ξ|t)
|ξ|t

= t.

Mostremos que Ẽ(t, ξ) = f(t, ξ)TH(t) satisfaz a Equação 3.2.

∂2

∂t2
Ẽ + |ξ|2Ẽ =

∂2

∂t2
[fTH ] + |ξ|2fTH

=
∂

∂t

[(
∂

∂t
f

)
TH + f

(
∂

∂t
TH

)]
+ |ξ|2fTH

=

(
∂2

∂t2
f

)
TH +

(
2
∂

∂t
f

)
∂

∂t
TH + f

(
∂2

∂t2
TH

)
+ |ξ|2fTH

=

[
∂2

∂t2
f + |ξ|2f

]
TH +

(
2
∂

∂t
f

)
∂

∂t
TH + f

(
∂2

∂t2
TH

)
= 0 TH +

(
2
∂

∂t
f

)
∂

∂t
TH + f

(
∂2

∂t2
TH

)
=

(
2
∂

∂t
f

)
δ̃ + f

(
∂

∂t
δ̃

)
=

(
∂

∂t
f

)
δ̃ +

∂

∂t

(
f δ̃
)
.

Afirmação 1:

(
∂

∂t
f

)
δ̃ = δ̃.

De fato, seja φ ∈ C∞c (R;S(Rn)), então

<

(
∂

∂t
f

)
δ̃, φ > = < δ̃,

(
∂

∂t
f

)
φ >

=

∫
Rn

∂f

∂t
(0, x) φ(0, x) dx

=

∫
Rn

1φ(0, x) dx

= < δ̃, φ > .

Afirmação 2: f δ̃ = 0.
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De fato, seja φ ∈ C∞c (R;S(Rn)), então

< fδ̃, φ > = < δ̃, fφ >

=

∫
Rn
f(0, x) φ(0, x) dx

=

∫
Rn

0 φ(0, x) dx

= < 0, φ > .

Assim,

∂2

∂t2
[fTH ] + |ξ|2fTH =

(
∂

∂t
f

)
δ̃ +

∂

∂t

(
f δ̃
)

= δ̃ +
∂

∂t
0 = δ̃.

Dando continuidade, de maneira análoga a seção anterior temos

E(t, x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eix.ξH(t)

sen (|ξ|t)
|ξ|

dξ

=
H(t)

(2π)n

∫
Rn
eix.ξ

sen (|ξ|t)
|ξ|

dξ.

Portanto

E(t, x) =
H(t)

(2π)n

∫
Rn
eix.ξ

sen (|ξ|t)
|ξ|

dξ.

Observação 3.2. Note que para o operador de onda não conseguiremos uma
fórmula expĺıcita da função E(t, x), mas para melhor compreensão podemos
simplificar nosso problema tomando n = 1. Neste caso note que

sen (|ξ|t)
|ξ|

=
sen (ξt)

ξ
, para todo ξ 6= 0.

Assim, para t > 0 temos que

E(t, x) =
1

2π

∫
R
eixξ

sen (|ξ|t)
|ξ|

dξ

=
1

2π

∫
R
eixξ

sen (ξt)

ξ
dξ.

Consideremos a seguinte mudança de variável: ξ =
s

t
, logo

E(t, x) =
1

2π

∫
R
eix

s
t

sen (s)

s
ds

=
1

2π

∫
R
ei
x
t
s sen (s)

s
ds.
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Por outro lado, seja ϕ(x) =
1

2
X[−1,1](x), então

ϕ̂(ξ) =

∫
R
e−ixξ

1

2
X[−1,1](x) dx =

1

2

∫ 1

−1

e−ixξ dx =
1

2

e−ixξ

−iξ

∣∣∣∣1
−1

=
sen (ξ)

ξ
.

Assim,

E(t, x) =
1

2π

∫
R
ei
x
t
s sen (s)

s
ds = F−1(ϕ̂)

(x
t

)
= ϕ

(x
t

)
=

1

2
X[−1,1]

(x
t

)
.

Portanto

E(t, x) =


1

2
X[−1,1]

(x
t

)
, se t > 0;

0, se t ≤ 0,

equivalentemente

E(t, x) =
1

2
H(t) X[−1,1]

(x
t

)
.
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3.3 Solução Fundamental do operador de

Laplace

Antes de apresentarmos o operador de Laplace e buscarmos uma solução fun-
damental relembremos algumas identidades que serão usadas posteriormente.

Sejam φ, ϕ ∈ C∞(Rn), então

div(φ5 ϕ− ϕ5 φ) = φ4 ϕ− ϕ4 φ. (3.3)

De fato, como

5ϕ(x) =

(
∂ϕ

∂x1

(x),
∂ϕ

∂x2

(x), ...,
∂ϕ

∂xn
(x)

)
então

φ5 ϕ(x) =

(
φ(x)

∂ϕ

∂x1

(x), φ(x)
∂ϕ

∂x2

(x), ..., φ(x)
∂ϕ

∂xn
(x)

)
.

De maneira análoga

ϕ5 φ(x) =

(
ϕ(x)

∂φ

∂x1

(x), ϕ(x)
∂φ

∂x2

(x), ..., ϕ(x)
∂φ

∂xn
(x)

)
.

Assim

φ5 ϕ(x)− ϕ5 φ(x) =

(
φ(x)

∂ϕ

∂x1

(x)− ϕ(x)
∂φ

∂x1

(x), φ(x)
∂ϕ

∂x2

(x)− ϕ(x)
∂φ

∂x2

(x),

... , φ(x)
∂ϕ

∂xn
(x)− ϕ(x)

∂φ

∂xn
(x)

)
.

Defina v(x) =̇ φ5ϕ(x)−ϕ5φ(x), calculemos a derivada da i-ésima entrada
do vetor v em relação a variável xi

∂vi
∂xi

(x) =
∂

∂xi

(
φ
∂ϕ

∂xi
− ϕ ∂φ

∂xi

)
(x)

=
∂

∂xi

(
φ
∂ϕ

∂xi

)
(x)− ∂

∂xi

(
ϕ
∂φ

∂xi

)
(x)

=
∂φ

∂xi
(x)

∂ϕ

∂xi
(x) + φ(x)

∂2ϕ

∂x2
i

(x)− ∂ϕ

∂xi
(x)

∂φ

∂xi
(x)− ϕ(x)

∂2φ

∂x2
i

(x)

= φ(x)
∂2ϕ

∂x2
i

(x)− ϕ(x)
∂2φ

∂x2
i

(x)

=

(
φ
∂2ϕ

∂x2
i

− ϕ∂
2φ

∂x2
i

)
(x).
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Logo,

div v(x) =
n∑
i=1

∂vi
∂xi

(x)

=
n∑
i=1

(
φ
∂2ϕ

∂x2
i

− ϕ∂
2φ

∂x2
i

)
(x)

= φ(x)
n∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

(x)− ϕ(x)
n∑
i=1

∂2φ

∂x2
i

(x)

= φ(x)4 ϕ(x)− ϕ(x)4 φ(x)

= (φ4 ϕ− ϕ4 φ) (x).

Portanto conclúımos que

div(φ5 ϕ− ϕ5 φ) = φ4 ϕ− ϕ4 φ.

Seja x ∈ Rn, definimos o operador de Laplace como

P (x,D) = 4x =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

.

Definição 3.4. Dizemos que E ∈ D ′(Rn) é uma solução fundamental para
o operador de Laplace P (x,D) quando P (x,D)E = δ.

Para facilitar a notação, utilizaremos inicialmente E para denotar uma
função e posteriormente veremos como podemos associar a função E com
uma distribuição. Defina E(x) =̇ f(|x|), de tal forma que f ∈ C2(Rn − 0)
e P (x,D)E = 0 em Rn − {0}, note que podemos escrever E(x) = f(r), no
qual r =

√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n. Por outro lado, temos que

∂E

∂xj
= f ′(r)

∂r

∂xj
= f ′(r)

2xj
2r

= f ′(r)
xj
r
. (3.4)

Logo,

∂2E

∂x2
j

= f ′′(r)
xj
r

+ f ′(r)
∂

∂xj

(xj
r

)
= f ′′(r)

x2
j

r2
+ f ′(r)

(
1

r
+ xj

∂

∂xj

(
1

r

))
= f ′′(r)

x2
j

r2
+ f ′(r)

(
1

r
+ xj

−xj
r3

)
= f ′′(r)

x2
j

r2
+ f ′(r)

(
1

r
−
x2
j

r3

)
= f ′′(r)

x2
j

r2
+ f ′(r)

1

r
− f ′(r)

x2
j

r3
.
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O que implica que

P (x,D)E =
n∑
j=1

∂2E

∂x2
j

=
n∑
j=1

(
f ′′(r)

x2
j

r2
+ f ′(r)

1

r
− f ′(r)

x2
j

r3

)

= f ′′(r)
n∑
j=1

x2
j

r2
+ f ′(r)

n

r
− f ′(r)

n∑
j=1

x2
j

r3

= f ′′(r) + f ′(r)
n

r
− f ′(r)1

r

= f ′′(r) + f ′(r)
n− 1

r
= 0.

Resolveremos então a seguinte EDO

y′′(r) +
n− 1

r
y′(r) = 0.

defina v = y′, então

v′(r) +
n− 1

r
v(r) = 0.

Aplicando o Método das variáveis separáveis temos que v(r) = cr−n+1 é
solução para a EDO acima. Logo, y′ = cr−n+1, o que implica que

y(r) =


c

−n+ 2
r−n+2 + b, se n > 2;

c ln r + d, se n = 2.

Isto é,

E(x) =


a|x|−n+2 + b, se n > 2;

c ln |x|+ d, se n = 2.

Observe que E ∈ L1
loc(Rn). De fato, seja K ⊂ Rn compacto. Se 0 /∈ K

então E é cont́ınua em K e portanto é localmente integrável em K. Suponha
agora que 0 ∈ K, então existe R > 0 tal que K ⊆ B[0, R]. Para facilitar as
operações consideremos b = d = 0, utilizando coordenadas polares temos que∫

B[0,R]

a

|x|n−2
= a

∫
Sn−1

[∫ R

0

1

rn−2
rn−1 dr

]
dw

= a |Sn−1|
∫ R

0

r dr

=
aR2

2
|Sn−1| <∞, para todo n > 2.
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Além disso, para n = 2 temos que∫
B[0,R]

c ln |x|dx = c

∫
Sn−1

[∫ R

0

r ln r dr

]
dw

= c |Sn−1|
∫ R

0

r ln r dr

= c |Sn−1| lim
ε→0

∫ R

ε

r ln r dr

= c |Sn−1| lim
ε→0

[
r2

2

(
ln r − 1

2

)∣∣∣∣R
ε

]

= c |Sn−1| lim
ε→0

[
R2

2

(
lnR− 1

2

)
− ε2

2

(
ln ε− 1

2

)]
= c |Sn−1|

[
R2

2

(
lnR− 1

2

)
− lim

ε→0

ε2

2

(
ln ε− 1

2

)]
= c |Sn−1| R

2

2

(
lnR− 1

2

)
<∞.

Assim, podemos associar E com a distribuição definida como

< E, φ >= lim
ε→0

∫
|x|≥ε

E(x)φ(x) dx, para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Estamos buscando uma distribuição Ẽ tal que

< 4Ẽ, φ >=< δ, φ >= φ(0), para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Para isso, desenvolveremos primeiro a distribuição 4E. Seja φ ∈ C∞c (Rn),
note que existe R > 0 tal que suppφ ⊆ B[0, R], assim supp(∂αφ) ⊆ B[0, R],
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para todo α multi-́ındice. Logo,

< 4E, φ > = <

n∑
i=1

∂2E

∂x2
i

, φ >

=
n∑
i=1

<
∂2E

∂x2
i

, φ >

=
n∑
i=1

(−1)ei <
∂E

∂xi
,
∂φ

∂xi
>

=
n∑
i=1

(−1)2ei < E,
∂2φ

∂x2
i

>

=
n∑
i=1

< E,
∂2φ

∂x2
i

>

= < E,
n∑
i=1

∂2φ

∂x2
i

>

= < E,4φ >

= lim
ε→0

∫
|x|≥ε

E(x)4 φ(x) dx

= lim
ε→0

∫
ε≤|x|≤R

E(x)4 φ(x) dx.

Pela Identidade 3.3 temos que∫
ε≤|x|≤R

E(x)4φ(x) dx =

∫
ε≤|x|≤R

div(E5φ − φ5E)(x) + φ(x)4E(x) dx.

Mas, como 4E(x) = 0 para todo x 6= 0 então∫
ε≤|x|≤R

E(x)4 φ(x) dx =

∫
ε≤|x|≤R

div(E 5 φ− φ5 E)(x) dx.

Pelo Teorema da Divergência temos que∫
ε≤|x|≤R

div(E5φ−φ5E)(x) dx =

∫
∂(ε≤|x|≤R)

[E(x)5 φ(x)− φ(x)5 E(x)] .η(x) dσ,

no qual η é o vetor normal unitário exterior à fronteira e ∂(ε ≤ |x| ≤ R) =
{x ∈ Rn, |x| = ε ou |x| = R}. Observe a ilustração abaixo
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dombola.png

Assim, podemos definir

η(x) =


x

r
, quando |x| = R;

−x
r
, quando |x| = ε.

Temos então∫
ε≤|x|≤R

E(x)4 φ(x) dx =

∫
|x|=ε

[E(x)5 φ(x)− φ(x)5 E(x)] .η(x) dσ

+

∫
|x|=R

[E(x)5 φ(x)− φ(x)5 E(x)] .η(x) dσ.

Além disso, vimos anteriormente que φ e ∂αφ se anulam na fronteira do
conjunto compacto que limita seus suportes. Caso contrário a continuidade
não seria válida na fronteira e φ /∈ C∞c (Rn). Logo, φ(x) = 5φ(x) = 0, para
todo x ∈ Rn tal que |x| = R, o que implica∫

ε≤|x|≤R
E(x)4 φ(x) dx =

∫
|x|=ε

[E(x)5 φ(x)− φ(x)5 E(x)] .η(x) dσ

=

∫
|x|=ε

E(x)
∂φ

∂η
(x)− φ(x)

∂E

∂η
(x) dσ.

Consideremos agora a seguinte mudança de coordenadas: x = εw, com w ∈
Sn−1, então∫
|x|=ε

E(x)
∂φ

∂η
(x)−φ(x)

∂E

∂η
(x) dσ =

∫
Sn−1

[
E(εw)

∂φ

∂η
(εw)− φ(εw)

∂E

∂η
(εw)

]
εn−1 dw.
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Calculemos a derivada direcional de E em relação ao vetor η. Por 3.4 temos

que
∂E

∂xj
= f ′(r)

xj
r

, logo

5E(x) =
(
f ′(r)

x1

r
, f ′(r)

x2

r
, ..., f ′(r)

xn
r

)
= f ′(r)

x

r
.

O que implica

∂E

∂η
(x) = 5E(x).η(x) = f ′(r)

x

r
.η(x).

Assim, para cada x ∈ Rn com |x| = ε temos que E(x) = f(|x|) = f(ε) e

∂E

∂η
(x) = f ′(r)

x

r
.η(x) = f ′(r)

x

r
.
−x
r

= −f ′(r) = −f ′(ε).

Logo, ∫
Sn−1

[
E(εw)

∂φ

∂η
(εw)− φ(εw)

∂E

∂η
(εw)

]
εn−1 dw

=

∫
Sn−1

[
f(ε)

∂φ

∂η
(εw) + φ(εw)f ′(ε)

]
εn−1 dw

= f(ε)εn−1

∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw + f ′(ε)

∫
Sn−1

φ(εw)εn−1 dw.

Retornando as igualdades anteriores vemos que

< 4E, φ > = lim
ε→0

∫
ε≤|x|≤R

E(x)4 φ(x) dx

= lim
ε→0

[
f(ε)εn−1

∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw + f ′(ε)

∫
Sn−1

φ(εw)εn−1 dw

]
= lim

ε→0

[
f(ε)εn−1

∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw

]
+ lim

ε→0

[
f ′(ε)εn−1

∫
Sn−1

φ(εw) dw

]
.

A seguir demonstraremos algumas afirmações que permitirão resolver os li-
mites acima.

Afirmação 1:

∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw é limitada. De fato,
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∣∣∣∣∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw

∣∣∣∣ ≤ ∫
Sn−1

∣∣∣∣∂φ∂η (εw)

∣∣∣∣ dw
=

∫
Sn−1

|5φ(εw).η(εw)| dw

≤
∫
Sn−1

|5φ(εw)| |η(εw)| dw

=

∫
Sn−1

|5φ(εw)| dw

≤ ‖5φ‖L∞
∫
Sn−1

1 dw

= ‖5φ‖L∞ |S
n−1| <∞.

Afirmação 2: f(ε)εn−1 −→ 0 quando ε −→ 0. De fato,

f(ε)εn−1 =


c

−n+ 2
ε−n+2εn−1 + bεn−1, se n > 2;

c ln (ε)εn−1 + dεn−1, se n = 2.

Isto é,

f(ε)εn−1 =


c

−n+ 2
ε+ bεn−1, se n > 2;

c ln (ε)ε+ dε, se n = 2.

Para n > 2 é direto que f(ε)εn−1 −→ 0 quando ε −→ 0, resta mostrarmos
para n = 2.

lim
ε→0

ln(ε)ε = lim
ε→0

ln(ε)

ε−1
= lim

ε→0
−ε
−1

ε−2
= lim

ε→0
−ε = 0.

Portanto f(ε)εn−1 −→ 0. Assim, pelas Afirmações 1 e 2 conclúımos que

lim
ε→0

[
f(ε)εn−1

∫
Sn−1

∂φ

∂η
(εw) dw

]
= 0.

Calculemos agora o segundo limite, para isso lembremos que f ′(r) = cr−n+1.
Logo,

f ′(ε)εn−1

∫
Sn−1

φ(εw) dw = cε−n+1εn−1

∫
Sn−1

φ(εw) dw = c

∫
Sn−1

φ(εw) dw.
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Além disso, pelo T.C.D. temos que∫
Sn−1

φ(εw) dw −→ φ(0)|Sn−1|.

Portanto

< 4E, φ >= lim
ε→0

f ′(ε)εn−1

∫
Sn−1

φ(εw) dw = c|Sn−1|φ(0).

Finalmente, a fim de corrigirmos a constante acima consideremos b = d = 0

e definiremos Ẽ(x) :=
E(x)

c|Sn−1|
. Em outras palavras,

Ẽ(x) =


|x|−n+2

(−n+ 2)|Sn−1|
, se n > 2;

ln |x|
2π

, se n = 2.

Conclúımos que a função Ẽ, associada a uma distribuição assim como asso-
ciamos E é a solução fundamental do operador de Laplace.
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