Universidade de Sao Paulo
Faculdade de Filosofia, Ciencias e
Letras de Ribeirao Preto

Introducao a Teoria das Distribuicoes

Iniciacao Cientifica
Projeto FAPESP: 2019/ 19199-8

Aluna: Catarina Barbosa Machado.
Orientador: Tiago Henrique Picon.

Outubro de 2020



Sumario

1 Distribuigoes

1.1 Preliminares . . . . . . . . . .. .. ...

1.1.1 Notagoes . . . . . . . . v i it

1.1.2 Fungoes testes . . . . . .. . ... L.

1.1.3  Convergéncia em C°(Q) . . . .. ... ... ... ...
1.2 Distribuicoes . . . . . ..
1.3 Operacoes com Distribuicoes . . . . . . . .. ... .. ... ..
1.4 Mudanca de Varidveis . . .. ... ... ... ...
1.5 Derivadas e Primitivas . . . . . .. ... ... ... ..
1.6 Particoes da Unidade . . . . . ... ... ... ... ......
1.7 Suporte de uma Distribuicao . . . . . . . ... ... L.
1.8 Convolugao de Distribuicoes . . . . . . . .. .. ... ... ..

2 Transformada de Fourier
2.1 Espaco de Schwartz . . . . ... ... ... L.
2.2 Transformada de Fourier em S(Q2). . . .. .. ... ... ...
2.3 Transformada Parcial de Fourier . . . . . . . .. .. ... ...

3 Solucao Fundamental
3.1 Solucao Fundamental do operador de calor . . ... ... ..
3.2 Solugao Fundamental do operador de onda . . . . . . . .. ..
3.3 Solucao Fundamental do operador de Laplace. . . . . .. ..



Capitulo 1

Distribuicoes

1.1 Preliminares

1.1.1 Notacoes

Abaixo descreveremos notagoes e resultados importante oriundos de Teoria
da Medida e Integracao, Analise em R™ e Calculo Avancado, cujas bibliogra-
fias estao devidamente citadas ao final deste trabalho.

Considere €2 C R™ um subconjunto aberto de R". Seja A C R", deno-
tamos seu fecho por A. Seja v = (vy,ve,...,v,) € R", utilizaremos |v| para
denotar a norma do vetor v, que podera ser

n % n
||au1—<§ja§> C =Y lagl llally = ol
7j=1 7j=1

Como as trés normas sao equivalentes em R™ em cada ocasiao necessaria sera
destacada qual norma serd utilizada. Sejam ¢ € R™ e r > 0, representamos
de centro ¢ e raio r a bola aberta, fechada e a esfera, respectivamente, do
seguinte modo: B(c¢,r) = {x € R"; |z —¢| <r},Ble,r] ={z € R"; |z — ¢| <
r}eS(c,r) = {x € R |r —¢| = r}. Seja a € Z7 entdo « representa a
n-upla de inteiros positivos, ou seja a = (o, ag, ..., ay,), com «; € ZT. Seja
¢ : Q2 C R" — C diferenciavel, temos que

0*p(x) = 010200 (x).

T Txe”

A notacao 8 < a equivale a 3; < «;, para todo j = 1,2,...,n, bem como
of =o'l ol Além disso

(8% o a1 (6] (7%
(5) = (51) (@) ...(ﬁn), sempre que [ < a.
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Denotamos por m a chamada medida de Lebesgue, cujo dominio de m é
chamado classe dos conjuntos Lebesque mensurdveis, e ¢ denotado por L. Se-
jam (X, M) um espaco mensuravel, £ C X, definimos a funcao caracteristica
Xg de E por:

1, zeF;

XE(x):{ 0, ¢ E.

(Espago LP(X) - Capitulo 6 [3].) Seja (X, M,m) um espago de medida. Se
f € uma funcao mensuravel em X e 0 < p < oo, entao definimos

1/p
1= | [1sva]

Além disso, definimos o espa¢o LP(X) como
IP(X)={f: X — C, f é mensuravel e |f|,;, < oo}.

Por fim, utilizamos ||-||;, como a norma do espaco LP(X).(Desigualdade de
Minkowski - Capitulo 6 [3].) Se 1 <p < oo e f,g € LP, entao

1f+ 9l < 1Al + Nl

(Espago L*>*(X) - Capitulo 6 [3].) Seja f mensurdvel em X. Definimos

[f1] ooy = inf{a = 0; p({a; [ f(z)| > a}) = 0},

com a convencao de que inf @ = co. Além disso, definimos o espago L™(X)
como
L>¥(X)={f: X — C, f é mensuravel e ||f||;- < o0}.

Por fim, |||« ¢ uma norma do espaco L*(X), mas para yt =m em R" e f
continua em R”, temos que

7l = 1l = sp | @)

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass). Seja K C R™ um conjunto com-
pacto. Se f: K — C € uma fungao continua, entao existem xg,x; € K tais

que f(xo) < f(x) < f(x1) para todo x € K.

Demonstragao. A demonstragao se encontra na referéncia [2], pelo Teorema
17 e Corolario 3. [



Em outras palavras toda funcao continua em conjunto compacto K atinge
seus valores minimo e maximo em pontos de K e portanto é limitada. Por fim,
sejam f: R" +— R e g: R" — R" funcoes diferenciaveis, entao definimos o

vetor gradiente da funcao f como v/ f(z) = (g—ai(x), g—i(m), o %(w)), a

derivada direcional da funcao f em relagao ao vetor v como o produto interno

g(z‘) = v f(z).v(x) e o divergente da fungao g como divg(x) = Z agg; (x),
i=1 "

ov _8

no qual g; sao as fungoes coordenadas de g.

1.1.2 Funcoes testes
Definicao 1.1. Seja f: Q C R" — C, definimos o suporte de f por
supp f = {z € Q; f(z) # 0}.

Note que se uma funcgao f se anula fora de um subconjunto limitado de €2,
entao supp f é um conjunto compacto.

Exemplo 1.1. Seja f : R — R dada por f(z) = sen(z). Lembre-se que
f(z) = 0 para todo = km, com k € Z. Por outro lado, temos que

suppf = {z€R;f(x)#0} ={r eR;x #knm, com k € Z}
R — {km, com k € Z} =R.

Exemplo 1.2. Seja g : R? — R dada por

[ =2 —y*+4, B),2]
g(xvy) - { O, B[O, 2]0

Observe o grafico da g



graf.png

Calculemos seu suporte.

suppg = {(z,y) € R% g(z,y) # 0} = B(0,2) = B|0, 2].

Definicao 1.2. Definimos o conjunto das funcoes testes por

Cx(Q) ={f € C(Q); supp f € compacto em Q C R"}.

O congunto também pode ser denotado por P(X2).
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Exemplo 1.3. Seja f : (0,10) x (0,10) — R definida por f(z,y) = = + y.
Entio f € C>((0,10) x (0, 10)).

De fato, observe que f é de classe C*°. Ao calcularmos o suporte pela
definigao terfamos

supp f = {(z,y) € (0,10) x (0,10); f(z,y) # 0} = (0,10) x (0,10) = [0, 10] x[0, 10].

Porém nosso espago é (0,10) x (0, 10), sendo assim o conjunto supp f é um
subconjunto de (0,10) x (0,10), ou ainda estamos procurando um fechado
relativo no espago dado. Logo, como supp f = (0,10) x (0,10) é compacto
entdo f € C((0,10) x (0,10)).

Exemplo 1.4. Inspirado na fun¢ao g apresentada no Exemplo 1.2, defina
g1 : R+— R como

(2) = —2? 44, —2<x<2
I =19 o, caso contrario.

Assim, g; pertence possui suporte compacto, mas nao é de classe C*.

De fato, primeiramente note que supp g; = [—2, 2] é um conjunto fechado

e limitado e portanto compacto. Mostremos agora que g; é continua, mas sua

primeira derivada nao esta definida em todo dominio, para isso calculemos os

limites laterais em seus possiveis pontos de descontinuidade: v =2 ez = —2,
3 X ~ o
visto que g1f_,,, € g1]_,.,. sdo fungdes de classe C°.

lim gi(z) = lim 0=0 e lim ¢ (v) = lim —2® +4=0.

z—2+ z—2+ T2~ T2~
lim z)= lim 0=0 e lim )= lim —22+4=0.
z——21 gl( ) T——271 T——2" gl( ) T——2" +

Logo, g1 é continua em todo seu dominio. Vamos agora verificar se a
derivada esta bem definida em x = 2.

lim 92+ = 02) = lim 0— = lim 0 =
h—0+ h h—0t h h—0+
Por outro lado
24+ h)—g1(2 —(2 244 —4h — K2
T TLCR L) e 1) R e C ) el e et L HON I
h—0~ h h—0~ h h—0~ h h—0~
De maneira anédloga, ¢g; também nao estd bem definida em =z = —2 e

portanto nossa g; ¢ C°(R).



Exemplo 1.5. Vejamos agora um exemplo de fungao de classe C*(R),
porém com suporte nao limitado. Considere assim a funcao f : R — R

dada por
e/t set>0,
f<t)_{0, set < 0.

Afirmamos que f € C*(R), isto é, f é de classe C* em R. De fato,
para t > 0, f é dada por composicao de fungoes continuas: g(t) = —t~! e
h(u) = e*. Mais ainda, f é continua na origem pois

lim f(t) = limL = 0= f(0).

t—0 t—0 el/t

Note também que f é derivavel na origem, pois

limw: lim 0 =0 e lim

t—0— t t—0— t—0+ t t—0t ¢

Logo, f é derivavel em R e

o1/t
f/(t): 2 set >0,
0, set <0.
Analogamente, obtemos que f possui derivada de qualquer ordem, uma
—1/t
e
vez que lim+ rral 0 para todo j € N. Logo f € C*®(R). Por outro
t—0

lado, como observado em seu grafico, f nao possui suporte compacto pois
lim; 4o f(t) =1 e assim nosso suporte nao é limitado.

Exemplo 1.6. Considere a funcio a : R* — R dada por a(z) = 1 — ||z||* =
1—(22+---+22), no qual z = (xy,...,2,). Como esta fungao é polinomial,
entdo a € C*(R™). Para f definida como no exemplo anterior, estudemos a
composigao ¢(z) = (f o a)(x), dada por

6_1/(1—\\1‘”2)7 se 1 — H:v||2 >0,

o) = |

0, se 1—|lz||> <0,
_ e~V =Ie®) g |lz| < 1,
0, se ||z]] > 1.

Note que supp ¢ = B(0,1) = {x € R™;||z|| < 1}, que é compacto. Mais
ainda, ¢ € C°(R"), pois é dada pela composigao de fungoes de classe C'*.
Logo, ¢ é uma funcao teste.



Observagao 1.1. Seja ¢ > 0 uma funcao teste tal que suppy = B(0,1).
Vejamos que podemos multiplicar ¢ por uma constante adequada « de forma
que [ap(z)dr =1e ayp € C(R™). De fato, note que

- Y(z)de = (x)dx < < sup w(x)> m(B[0,1]) < oo,

Bl0,1] z€B[0,1]

pois ¢ é continua e B[0, 1] é um conjunto compacto, o que implica que existe
M > 0 tal que

sup ¥(x) < M.
z€B[0,1]
Assim,
/ Y(r)der =c < o0 & QMx)alaz:zl.
B(0,1) B(0,1) €

Redefinindo t por ¢ /¢, obtemos uma funcao teste positiva tal que [g, () dx =
1.

Definicao 1.3. Seja f : Q2 C R™ — C uma fun¢ao Lebesque-mensuravel tal
que para cada conjunto compacto K C €2

/K ()] dz < oo.

Entao dizemos que f € localmente integrdvel, e escrevemos f € L}, .(Q).

Exemplo 1.7. Se f € C(), ou seja, se f é continua em ©, entdo f € L} ().
De fato, dado K C €2 um subconjunto compacto, como f é continua entao
existe M > 0 tal que

sup f(z) = M < 00

zeK

Deste modo,

/K\f(a:)\de/Kde:M.m(K)<oo

Exemplo 1.8. Considere a funcao caracteristica Xp(o,1) definida em R".
Note que Xp(o,1) ¢ Lebesgue-mensurdvel e X1 € L .(R™). De fato

loc

F(2)|da = / 1z +/ 0dz = m(B(0,1)) = 1 < 00
Rn B(0,1) B(0,1)¢



Exemplo 1.9. Seja f : R — {0} — R definida como f(x) = log |z|, entao
fe L. (R—{0}). Abaixo, observe o grafico da fungao f

loc

graflog.png

De fato, como f é uma composicao de fungoes continuas entao f é continua

em todo seu dominio e, pelo Exemplo 1.7, concluimos que f € L, (R—{0}).

A seguir mostraremos como € possivel obtermos fungoes testes a partir
do exemplo construido na Observacao 1.1.

Definicao 1.4. Sejam f, g funcoes mensurdveis em R"™. A convolugao de f
e g € a funcao f x g definida por

frg(x) = . flz —y)g(y)dy,

quando a integral estiver bem definida.

Observe que, através da mudanca de varidvel z = x — y, obtemos que fxg =
g * f. De fato

frae) = [ fa=nawidy= [ 1eoa—2)ds = [ gla=f(2)ds = g2

R" n
Exemplo 1.10. Sejam f € LP(R") e g € L?(R™), mostremos que f * g esta
bem definida

|fxg(x)] =

. flz — y)g(y)dy‘

< . |f(z = y)llg(y)|dy
1 1

< ( |f(x — y)|pdy) p < |g(y)|qdy) 9 pela Desigualdade de Holder
RTL R"'L

1 1

= ( |f(z)|pdz) p ( |g(y)|qdy> 9 com a mudanca de varidvel z =z —y
R™ Rn

= Az, llgllz, < oe.
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Exemplo 1.11. Sejam f € L}, (R™) e g mensurdvel, com suporte compacto

e limitada (|g(x)| < M para todo z). Mostremos que f x g estd bem definida

|f+g(x)] =

[ e =gt

< — d

< ngﬂx 9)llg(y)Idy

< — )| Md

_kLWJﬂx y)| My

= M fa—y)ldy

= M |f(2)]dz < oo.
X+suppyg

A seguir vamos relembrar algumas definigoes e resultados de FEspagos
Meétricos que servirao como instrumentos para demonstrarmos o préximo
Teorema deste capitulo.

Definicao 1.5. Dizemos que uma aplicagao f : M +— N € uniformemente
continua se para todo € > 0 existir & > 0 tal que para todos x,y € M com

d(z,y) < 9 entdo d(f(x), f(y)) < e.

Proposicao 1.1. Se o espagco métrico M € compacto, entao toda aplica¢ao
continua f : M — N € uniformemente continua.

Demonstracdo. Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam ¢ > 0, x,,
e y, para cada n € N tais que d(z,,y,) < n~ ' e d(f(z,), f(y.)) > . Como
M é compacto, entao (x,), e (yn)n sS40 sequéncias limitadas e, pelo Teorema
de Bolzano Weierstrass, existem subsequéncias (o, )r € (yn,); tais que x,, e
Yn, —> a € M. Como [ ¢é continua, entao

lim d(f(wn,), f(yn,;)) = d(f(a), f(a)) = 0.

J,k—00

Contradizendo d(f(z,), f(yn)) > €. =

Lema 1.1. Sejam f € L} (R") e g € C=(R"), entdo fxg € C® e 0*(f *
9)(x) = (f * 9%g)(x).

Demonstracao. Para facilitarmos a notacao, considere o« = e; o vetor canonico
(1,0,...,0), assim
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O(frg)x) = lim LED@HRe) = (fx9)()

h—0 h

= g ([ s nen—ngas = [ st oty

h—0 h

= flfi%% ( . fW)g(x + hey — y)dy — . f(y)g(r — y)dy>
~ o [T Wt her —y) —g(z —y))

o h—0 R® h 4

- /Rn }lgr(l)f(y)g(x + hey z) gz —y) dy

_ Rnf(y) lim g(:v—y+he;) —g(x—y)dy

— het) — _
- [ (o) lim glx —y+ e}i) g(x y>dy

= f()0:.9(x —y)dy , pois g € C*.
Rn

* Pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Além disso, pela Desigual-

dade do Valor Médio, melhor detalhada na referéncia [2], temos que
l9(x —y+her) —g(z —y)| < [(x—y+he)— (z—y)| sup 02, 9(2)
z€[x—y+her,xz—y]
= |hl. sup D, 9(2).

z€[z—y+her,z—y]

Como g € C°(R") entao 0,,9 € C°(R™) e portanto para cada x existe
M > 0 tal que

sup On,9(z) < M.
z€[x—y+her,x—y]

Logo
9z —y+he) —gle—yll _
|
justificando o uso do Teorema da Convergéncia Dominada. [

Teorema 1.2. Seja ¢ € C(R") tal que [¢pdx = 1, ¢(x) > 0 para todo
r € R" e suppp C B(0,1), e seja f € Li (R™). Dado e > 0, defina
¢-(x) = "¢p(x/e) e considere a convolugdo

Fa) = b @) = [0t )ty = ¢<x_y) 1) dy.

en €

Entao:

12



(i) fo € C=(R").
(11) Se f(x) =0 q.t.p. fora de um conjunto fechado A, entdo
supp f- € A+ B(0,¢) = A+ {a; [l < e}
Consequentemente f. € C(R™).

(i1i) Se f € continua e supp f € compacto, entio f. — [ uniformemente
quando € — 0.

Demonstracdo. Antes de iniciarmos a demonstragao vale ressaltar que f.
pode ser escrito como [ f(z —ey)¢(y) dy. De fato, pela mudanga de varidvel
z = x — €y temos que

Ha = [o(555) s = 5 [ sta-enotedy = [ a-enots) dn

Coen €
(i) Observe que ¢. € C(R™). Logo, pelo Lema 1.1, f. € C*® e
1
_(3%)5 * f

5|0¢|

aafa - aa(QbS) * f -

De fato, a fim de facilitarmos novamente a notacao considere a = ey,
note que

(o)) = 0 (2

1

- e_nawl <¢
1

- €_n<al‘1¢>
1
6”

= (am d))s (ZE

E por inducao a demonstracao segue para « qualquer.

-

N—

8 o8

|
~——"
N——

Or, <£> pela Regra da Cadeia
€

EREEREERN
N— —
o8

I
—
8
iy
<
~—
~— —_ —

-
(ii) Suponha que f = q.t.p. fora de um conjunto fechado A e seja x tal que
fe(x) # 0. Como supp ¢ C B(0, 1) entdo
| fa-epowdy 2o
B(0,1)
Como, ¢ > 0e [ ¢ =1, entdo existe y € B(0,1) tal que f(xz—ey) # 0.
O que implica que z —ey € supp f C A e assimx € A+eB(0,1) e, por

fim z € A+ B(0,¢). Portanto supp f. € A+ B(0,¢).
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(iii) Note que

fola) - f(@)] = /fw—w Yy — f()

Pela Proposigao 1.1, para todo v > 0, existe § > 0 tal que |ey| < §
implica |f(x —ey) — f(x)| < v para todo « € supp f. Considere entao
£ < 0, assim

’fa(‘r) - f($)‘ =

.éwnq”‘fw—f@»ww@4

IN

L@Duw—an—ﬂwwwmy

/ Yo (y)dy
B(0,1)

_ dy = .
’Y/B(O’l) o(y)dy =

Portanto para todo vy > 0, existe g = d tal que |f-(x) — f(z)| < v para
todo = € supp f e para todo € < €.

IN

O préximo teorema nos permitird trabalharmos com a convolugao f. em

LP(R).

Teorema 1.3. Sejam f, ¢ : R" — C, no qual ¢ € Ll(R”) e f € LP(R™) com
1 <p<oo. Para cada x € R" e e >0, defina fo(x) = [g. fl@ —ey)d(y)dy.
Entao

(1) f- € LP(R™).
(i) [ fellpe < WAool 1
(iii) Se supp(¢), ¢ >0 e [¢ =1 entdo ||f. — f||rr — 0 quando ¢ — 0.

Demonstragao. (i) Dividiremos nos trés seguintes casos

14



(a) p=1
Note que

|fe()] =

[ ta=ciotn| < [ 11~ enlistlas

Entao

@ = / ) ( / fla- ey>||¢<y>dy|) da

< / [o(y)] (/ |f(x— €y)\d1’) dy , pelo Teorema de Fubini
Rn R"
< fllllol e
Portanto ||f:||p1 < oo.

(b) p=o0

De maneira analoga

[ < [ ([ 1=l
< |[fllze /Rn |o(y)|dy

= |[fllzello]|r2 < o0.

(c) 1<p<oo
@l < [ 1= =plowidy
= [ 15— =lloF oty

([ 1ste=nptotitan) ( [ 100 |dy>q
1ot [ 1560 = lotwian)”

* Pela Desigualdade de Holder. Logo,

[\ *

IN

P <ol [ 1 —2Plotlay

15



Entao, aplicando novamente o Teorema de Fubini

[Arwpds < ollh [ ([ 1= enllotlay ) ds

< Wl [ 1ol ([ 15t = cppae) ay
< Nolls [ 16001 171

< IlollE" 1

< ol Flee)

o que implica que

( . !fs(w)ILpdx)p <Nl el f11 e

(ii) Demonstrado no item anterior.

(iii) Queremos mostrar que para todo ¢t > 0 existe gg > 0 tal que 0 < & < &g,
[|fe = fll» < t. Para isso fixemos t > 0 arbitrario e tome f € LP(R").
Como C2°(R™) é denso em LP(R™) entdo existe g continua de suporte
compacto tal que || f —g||r» < 3 além disso, ||g: — g|r < % para todo
0<e<ey.

Note agora que

2t

I[fe = fllze < 1 fe = gelloe +11ge — gllze +||f — gllr < Hfs—ge||Lp+§

t
Mostremos que || f: — || < 3

o= Sl < [ 1f@=2) = gle =)o)y
< | [f@—e,) - glz —e)|oy)rd(y)idy

R

< ([ 1re-a)-gta- sywa)(y)dy)’l’ (

¢(y)dy) y

Rn

pela desigualdade de Holder. E portanto
1fe = gellpn < / |f(z —gy) — g(z — &) "o (y)dy.
RTL

16



Integrando e aplicando o Teorema de Fubini obtemos

=l < [ o ([ 1o =2 = gto - rae) ay < £l

Concluimos que

t
Hfs _geHLP S Hf_gHLP < §

Corolario 1.1. Se f € LY(R"™) e f. € definida como no Teorema 1.2 entdo

1ol = / (@) de < Ifl]1

e f. — f em norma L' quando ¢ — 0.

Demonstracao. Basta aplicarmos o Teorema para p = 1 e considerarmos ¢
como no terceiro item. [

1.1.3 Convergéncia em C°(f2)

Definicao 1.6. Dizemos que uma sequéncia {¢;};en de fungoes em C°(2)
converge a zero em C°(QY), isto € ¢p; — 0 quando j — oo se

(i) Eziste K C Q compacto tal que supp(¢;) C K, para todo j € N.

(it) Para todo ov € Z™ (multi-indice), temos que 0%¢p; — 0 uniformemente
em K, isto €, para todo € > 0, existe jo € N tal que [0%¢;(z)| < €, para
todo x € K e j > 7.

Dizemos que ¢; — ¢ em C°(2) se p; —p — 0 em C°(Q).

Exemplo 1.12. Seja f € C°(2) e {a;}jen C C tal que a; — 0. Defina
o(z) = a; f(z), entdao p(r) — 0 em CX(Q).

Demonstracgao. Defina K = supp(f), observe que K é compacto.

Pela definigao de suporte de uma funcéo, ¢ facil ver que supp(yp;) C K
para todo j € N. De fato, se y ¢ K, entao existe r € R tal que f(z) = 0,
para todo € B(y,r). O que implica que p;(z) = a;f(z) = 0 para todo
x € B(y,r) e para todo j € N. Logo, y ¢ supp(yp;).

Note que 0%p,(z) = a;0 f(x). Consideremos dois possiveis casos:
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(i) 0*f(x) =0 para todo z € K.
Entao 0%p;(z) = a;0*f(x) = a;0 = 0 e é claro que 0%¢ — 0 unifor-
memente em K.

(ii) 0“f(z) nado é identicamente nula em K.
Como f € C, entao 0*f é uma funcao continua definida em um
conjunto compacto, logo existe M, > 0 tal que

sup |0%f(x)] = M, < o0

z€supp(f)
Por hipétese, a; — 0, ou seja, para todo € > 0, existe jo € N tal que
€ _ . .
laj| < ——, para todo j > jo. Assim, para cada o € Z7 e para todo

e >0, existe Jo € N tal que [0%p;(z)| = |a;|.]10%f(z)| < |a;|.M, < &,
para todo j > jo e para todo x € K. Logo, ¢; — 0 em C°(2).

1.2 Distribuicoes

Definigao 1.7. Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Um funcionalu : C(2) —
C linear e continuo € chamado de uma distribuicao em €0, em outras pala-
vras

(linearidade) u(p1 + aps) = u(pr) + au(psz), para todo @1, € C2°(§2),
aeC.

(continuidade) Se {p;}jen C CX(Q) tal que p; — 0 em CX(QY), entdo
u(p) — 0 em C.

Adotaremos as seguintes notagoes:
- 2'(Q) ={u: C*(2) — C lineares e continuas}.
- Seja ¢ € C2(Q), u(¢) =< u, ¢ >.

A seguir apresentaremos exemplos de distribuicoes que serao tteis ao
longo do contetddo apresentado.

Exemplo 1.13 (Delta de Dirac). Sejam @ C R" um conjunto aberto e
a € . Defina 6, : C(Q) — C por < d,,¢ >= ¢(a). Mostremos que 0, é
uma distribuicao:

(linearidade) Sejam ¢y, po € C°(Q2) e o € C, entao

< Oa, P10 >= (1 +a.¢2)(a) = @1 +a.da(a) =< g, P1 > +a. < 0g, P2 >
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(continuidade) Seja {d;}jen C C°(2) tal que ¢; — 0 em C°(Q), isto é,
existe K C Q compacto tal que supp(¢;) C K, para todo j € Ne 0%, — 0
uniformemente em K, para todo o € Z”. Se a € K, entao pela convergéncia
uniforme

< 64, 0j >= ¢j(a) — 0 em C.

Se a ¢ K, entao < d,,9; >= ¢j(a) =0 — 0 em C.

Notacao: Em particular quando a = 0, denotamos oy = 9.

Exemplo 1.14. Sejam Q C R” um conjunto aberto e f € L}, .(Q). Defina
Ty : C(Q2) — C por

<ﬂ¢>=lmﬂ@wwm

Entao T define uma distribuigao em (2.

Note que T} esta bem definida pois

<Tro>| = |[ f@owds=| [  fo)s
R supp(¢)
< sup |o(z)] |f(z)|dx < oo, pois f € L}, ()
z€supp(¢) supp(¢)

Vamos provar que 7T ¢ uma distribuicao
(linearidade) Sejam ¢q, po € C°(2) e o € C, entdo

< Tf, le + Oéqbg > = - f($)(¢1(ilf) + Oé¢2($))d$
= [ @)+ af(@oxada

= f(x)o1(x)dx + a. f(x)po(x)dx
Rn Rn
= <Ty, o1 >+a<Ti ¢ >.

(continuidade) Seja {¢;}jen C C(Q) tal que ¢; — 0 em C(Q), isto é,
existe K C Q compacto tal que supp(¢;) C K, para todo j € Ne 0%, — 0
uniformemente em K, para todo o € Z'}. Seja

M:AM@W<m

Se M = 0, pela continuidade da funcao f no compacto K, entao f = 0-q.t.p.
em K e assim < Ty, ¢ >= 0, para toda ¢ € C°(Q2). Logo < Ty, ¢; >— 0.
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Suponha agora M # 0. Em particular, para o = (0,0, ...,0), temos que
¢; converge uniformemente para 0. Ou seja, para todo € > 0, existe jo € N

tal que |¢;(z)] < %, para todo j > jo e para todo x € K.

Assim, temos que

| < Ty, 05> =

/Kf(a:)¢j(9:)dx
< /K 1F(@)]16(2)|dz

< [ 1@l

- o | lr@las
e M todo j > j
= —— = & para todo .
Wi p J = Jo

Logo < T}, ¢; >— 0 em C.

Definigao 1.8. Sejam uy,us € 2'(2). Dizemos que uy = ug em P'(R2)
se < uy, ¢ >=< ug, ¢ >, para toda ¢ € CX(). Além disso, dizemos que
ur, uy € 2'(Q) sao iguais no aberto U C Q se < uy, ¢ >=< uy, ¢ >, para
toda ¢ € C*(U).

Observagao 1.2. Sejam uj,us € 2'(Q) e U C Q um subconjunto aberto,
entdo < ui,p > e < ug, ¢ > estdo bem definidas para ¢ € C°(U) pois
uy, Uy € Z'(Q) implica que < ug, ¢ > e < ug, ¢ > estao bem definidas para
toda ¢ € C°(£2). Em particular, para ¢ € C®(U), < u1, ¢ > e < ug, ¢ >
estdo bem definidas e assim f também pertence a 2'(U).

Teorema 1.4. Sejam ) C R™ aberto e K C ) compacto. Entao existe
peCP(Q) com0<p<1ep=1em uma vizinhanga de K.

Demonstragao. Seja D = d(K, ), como §2¢ é um conjunto fechado e K um
conjunto compacto, entao D < oo. Considere € > 0 tal que ¢ < % e defina

Ky ={y € Q: |z —y| < 2¢ para algum = € K}

De maneira didatica, a imagem abaixo ilustra a relagao de K. com o
conjunto 2 para n = 2.
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img.png

Defina ® = Xk, e considere ¢ € C(B(0,1)) com [ ¢(x)dz = 1. Tome
agora ¢ = ® x1).. Note que

1. 1. tem suporte em B(0,¢), pois ¢.(z) = e " (f)
5

., X
2. Pela mudancga de variavel — = y, temos que
€

/ws(x)dx = /e”w (g) do = /w(y)dy =1

Afirmacgao 1: ¢ € C°(Kj.). De fato, como ¢ = ® * 1., entao

supp(¢) C  supp(®P) + supp(t.)
- K2s + B(07 5)
C Kas..

Pois, seja x € Ky + B(0,¢), entdo podemos escrever como x =y + z, no
qual y € Ky e z € B(0,¢). Logo, |y — w| < 2¢ para algum w € K e |z]| < e.
Temos entao que

lz—w|=ly+z—wl=ly—w+z[ < |y —w|+|z] <3e.

Observe também que

(1-d)x) = u—¢*%mw=/ﬁmmw—/¢@—wm@My

— [l vl - vy
= (1—v)x¢(2).

Afirmacao 2: (1 — ¢) se anula em K.. De fato,
supp(l —¢) = supp((1 —v) * 1)

supp(1 — v) + supp(e)

C
g (K2a)c + B(O,g) C (KE)C7
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no qual a ultima inclusao sera justificada a seguir.

Seja x € (K2.)° + B(0,¢), entdo podemos reescrever como = = y + z, no
qual y € (Ky.)¢ e z € B(0,¢). Logo, |y —w| > 2¢ para todo w € K e |z| < €.
Temos entao que

lz—w| = |y+z—w| = |y—w—(—2)| > |y—w|—|z] > 26—e = ¢ , para todo w € K.
Logo, = € (K.)¢ e, portanto, ¢ =1 em K.. n

Exemplo 1.15. (Exemplo de fungao C°(R") com supp ¢ = B[0,1], [ ¢ =1
e ¢ >0.) Seja f como no Exemplo 1.5. Lembre-se que f é de classe C>°(R).
Seja a : R® — R dada por a(z) = 1 — [|z||?, logo a € C®(R").

Tome ¢ = foa:R" — R. Entao ¢ € C*(R"). Note que ¢ é dada por

eI ]| < 1

o(x) = f(1—||z|]) = { 0,||z|| > 1.

Logo, ¢(x) > 0 para todo = € R" e supp(¢) = B(0,1). Portanto ¢ €
C>(R™). Considere agora a = [ ¢(x)dz, o que implica que a > 0, e defina

¢ = —¢(x). Logo, ¢ satisfaz as condigdes desejadas.
a

1
loc

Proposicao 1.2. Sejam f,g € L
Ty =1T,.

(Q) tais que f = g ¢.t.p. em Q. Entao

Demonstragao. De fato, dado ¢ € C'°(Q2) , temos que f(z)p(z) = g(x)d(x)
q.t.p. em €). Utilizamos aqui um resultado de Teoria da Medida e Integragao,
que pode ser encontrado na referéncia [3], a saber: Se f € LT entao [ f =
0« f =0 q.t.p. Logo,

[ t@otyiz = [ gwyota)as
E assim Ty = T, ]
Lema 1.2. Sejam f € LY(R") e f. definida como no Teorema 1.2. No qual

QZ5 Z 0e f¢<I)d$ = 1. FEntao Hfz—:“Ll(R”) S HfHLl € HfE — f||L1(Rn) — O,
quando € —» 0.
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Demonstracao. Note que

el|lLt — 5 dz = € — dy|d
e = [ 1= [ ] epoay)as
< L e epiot) dyas
= /¢(y) [/ ]f(x—ey)]dxl dy (Teorema de Fubinni)

= / o(y).||fllzrdy  (a norma L' é invariante por translagao)
R

= |lflle - ¢(y)dy = [|fllo-1 = [|f]].

Mostremos agora a segunda convergéncia. Como melhor detalhado em
[1], C>*(R™) é denso em L'(R"). Assim, dado d > 0, existe g € C°(R") tal
que |[f — gl < 2. Logo

Hf_szLl = Hf_g—i_g_gs"i_gs_szLl
< If = gller +[lg = geller +[[(g = el
< |f =glle +lg = geller + |lg = fll
20
< ?"’HQ—Q@HLL

Por outro lado, g. — ¢ uniformemente quando ¢ — 0. Além disso,
considerando ¢ < 1, supp(g.) € supp(g) + {|z| < e} Csupp(g)+{|z| < 1} =
K. Assim, supp(g.) estda contido em um conjunto compacto que independe
de € e portanto

lg— gl = /K l9(2) — gu(a)|de

5 5
< — g, VK| < —— | K| = =
< 22}3'9(‘”) g=(2)[.| K| < 3K K| =3
Portanto, ||f. — f||1 @) — 0. n

Proposigao 1.3. Sejam f,g € L,.(Q) tais que < Ty, ¢ >=<T,,¢ >, para

todo ¢ € CX(QY). Entdo f =g q.t.p. em Q.

Demonstracdo. Antes de demonstrarmos, observe que nosso objetivo é de-
monstrar a reciproca da Proposicao 1.2.
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Seja K, = {x € Q :d(x,0Q) > n~! e ||z|| < n}. Mostremos que
O =K. (1.1)
n=1

o0
Note que como K, C €, para todo n € N, entao |J K, C 2. Por outro

n=1

lado, seja = € Q, entao existe ¢ > 0 tal que B(x,e) C Q.
Sejam n; o primeiro nimero natural tal que € > n;', ny o primeiro
natural tal que ||z|| < ny e defina ng = max{ny,ny}. Como B(x,ny') C Q,

entdo d(z,00) > ny'. Além disso ||z|| < ng, assim temos que x € K, e
o0

portanto Q C |J K.
n=1
Afirmacao 1: E suficiente mostrar que f =g q.t.p. em K,.
De fato, sejam

Ap={r € Ky : f(z) # g(x)} e A= {x € Q: f(z) # g(x)}.

Por (1.1), A= |J A,. Assim, se m(A4,) = 0, para todo n € N, temos que

n=1

m(A) =m (U An> <> m(4,) =0

Mostremos agora que K, é compacto. Como K, C R", basta demons-
trarmos que K, é fechado e limitado. Para isso, observe inicialmente que
K, C K,11, para todon € N.

Fixe x¢ € K1, note entao que xy € K, para todo n € N. Logo, para todo
x € K,, temos que

|z = zol| = [lz|[ + |[ol]
< n+1

Assim, K,, C B(xg,n + 1) e portanto é limitado.

Note agora que d(K,,09) > n~!. No pior caso, suponha a igualdade.
Seja agora ¥ ¢ K,, entdo d(z,0Q) < n~', ou ainda, existe ¢ > 0 tal que
d(z,00) = n~! —e. Além disso, como d(z, K,) > € entdo B(z,5) N K, = &.
Concluimos que K é um conjunto aberto e por fim nosso conjunto I, é, de
fato, compacto.
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Vamos retornar a demonstracao, para isso fixe n € N e considere v €
C>(Q) tal que ¥ = 1 em V(K,), no qual V(K,) corresponde a uma vizi-
nhanga de K,,. Logo, K,, C supp(v).

Considere h = f — g € L} (), entao claramente (hy)) € L, (). Defina

loc loc

(hp)e(x) = [(hp)(x — ey)(y)dy 1o qual p € C(Q) tal que ¢ > 0 e
J p(z)dx = 1. Além disso, ¢.(y) = pria (g) Assim temos que

Whta) = [ () (x‘z)dz

9
= o [ e - g (T as
= o [ e (T2 - [ e (T2 i

= & {< Tr () (IT_) > — < T, (e (%) >1

= 0, por hipotese,

r —z

pois ¥ (2)¢ ¢ uma funcao teste. Pelo Lema 1.2, temos que

(hp). — htp em L'Y(R™). Observe que temos a convergéncia ocorrendo
apenas onde hi esta definida, isto é, em {2, porém basta estendermos a
funcao para em R” — €2, no qual a mesma serd a funcao nula. Note que sua
continuidade se mantera pois como {2 é um conjunto aberto, entao hy é nula
na fronteira e assim temos a convergéncia em L'(R")

Por fim, como resultado visto em [3], se uma sequéncia de fungoes con-
verge em L'(R"), entao existe uma subsequéncia que converge q.t.p. Digamos
(W) — hy q.t.p.

Por outro lado, como (h). = 0, para todo €, em particular, (hy). = 0.

Logo, hip(z) = 0 q.t.p. em K,,. Como ¢» =1 em K, entdo h = 0-q.t.p.
em K,,.

m

Apés demonstrarmos as Proposicoes 1.2 e 1.3, podemos utilizar o funcio-

nal T para identificarmos qualquer fun¢ao L}, (R™) como uma distribuigao.

Exemplo 1.16. Seja 4 uma medida definida na o - dlgebra dos subconjuntos
borelianos de 2 C R", denotado tal espago de medida por (€2, B, i1). Suponha
também que p é localmente finita (isto ¢, u(K) < oo para todo K C )
compacto).
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Defina < i, ¢ > = [, ¢dp, para todo ¢ € C°(Q). Entdo < p, ¢ > define
uma distribuicao. De fato,considere K C  compacto tal que supp(¢;) C K,
para todo 57 € N.

(Linearidade) Sejam ¢, o € CX(Q2) e a € C, entdo

<, 01 +agy > = /¢1+a¢2dﬂ
Q

= /Qd)ldu%—a/ﬂ@du

= <, p1>4a < p, P > .

(Continuidade) Seja {¢;}en C C2 () tal que ¢; — 0 em C°(2), entao

<mtr>] = | [ ol < s [, utsupp o)
Q z€supp(K)
g
< s [G@(E) < —p(K) =&
z€supp(K) ! M(K)

Exemplo 1.17 (Valor Principal). Denotaremos por valor principal de % 0
funcional

1
< p.v.—, ¢ >= lim ﬂ dx , para todo ¢ € C°.
x e—0 |z|>e T

1
Mostremos que p.v. — define uma distribuicao em R, antes disso observe que
x

1
p.v. — esta bem definida
x

Afirmacao:
lim )y = / T o) o)
0 x

e—0 R— [78,8] T

Vamos assumir por um momento que tal afirmacao esteja provada. Como
¢ € C2° entdao podemos exibir M > 0 tal que supp ¢ C [—M, M]|. Entao

[Tt

T

1
’<pU—,¢>| -
xr

IN

M
2
/ [ sup |¢'(§)|] g pelo Teorema do valor Médio
—M |é€[-M,M)] T

< sup |¢'(&)|| 2M < oo, pois ¢’ é uma funcao continua.
EE[—M,M]
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Portanto estda bem definida. Mostremos agora que é de fato uma distribuigao

(Linearidade) Sejam ¢1, g2 € CX(Q) e a € C, entao
$1(z) + aga(z)

x

= lim {de + amd:c}
e—0 |z|>¢ €T X

¢1($)d

lz|>e &

1
< pu.—, 1 +apy > = lim
T e—0 |z|>e

de

lz|>e T

T + o lim

e—0

= lim
e—0

1 1
= <puv.—, 01 > +a < pU.—, apy >
x x

(Continuidade) Seja {¢;}jen C C°(R) tal que ¢; — 0 em C°(R), de ma-
neira analoga ao anterior, podemos exibir M > 0 tal que supp ¢; C [—M, M]
para todo 7 € N. Entao

/OO ;) — ¢j(—$)dx‘

1
|<p?)—,¢j>| =
Xz

M 9
/A _d
= /M LG[S%),M]W](&”] v

< sup [¢5()]2M — 0,
&E[*M,M]

pois como ¢; — 0 em C°(R), entao |¢}(§)| — 0 uniformemente e entao

sup [@}(§)] — 0

§e[—M,M]

Demonstremos a Afirmagao inicial:

/ @dm‘: _EdejL/OOde
R—[—e.¢] o T e x

x
Considere a seguinte mudanga de variavel z = —t, entao
gy [T gy [y [T,
o T . T o T - z

= — 6m—¢(t_t)dt+/:o @d;p
_ /°° (z) — ¢(~2) .
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Mostraremos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

[0l [0,

Para isso, seja f,(z) = MX{ZQR z|>n-1}(2). Temos que
x
o(r) — o(—x
fn(x) — %X{zekzb@(x)-
Note que |f.(z)| = [$lw) = ¢(—x)]’ que como visto anteriormente é in-

tegravel. Logo, afirmacao segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Observacgao 1.3. A distribuigao delta de Dirac ndo é uma fungao (no sentido
do Exemplo 1.14), isto é, nao existe f € Lj,.(R) tal que < Ty, ¢ >=< 6, ¢ >
para toda ¢ € C°(R).

Demonstragdo. Suponha que exista f € L} (R) tal que

6(0) =< 6,0 >= | f(z)¢(x)dzx para toda ¢ € C°.

R'"/
Seja ¢ € C(R™ — {0}), isto é supp(¢) € R™ — {0}. Entao

/ F(@)o(x)dz = 6(0) = 0, para todo ¢ € C=(R" — {0}).

Logo, f = 0 em R™ — {0}, o que implica que f = 0 q.t.p. em todo R".
Portanto, ¢ é a distribuicao nula, o que é uma contradicao.

1.3 Operacoes com Distribuicoes

Definigao 1.9. Sejam uy,us € 2'(Q), ¢ € C°(Q) e A € C. Entao definimos
as sequintes operacoes:

<UL F U, P> =< U, P>+ < U, P>
< AU, Q> =A< up, o >.
Definigao 1.10 (Transposto formal). Sejam L, L' : C>°(Q) — C(Q2) line-
ares e continuos. Isto é, se {¢p;} — 0 em C*(Q2), entdo L(¢p;) — 0 e
LY (¢;) — 0 em C(2). Suponha que
/(L¢)($)¢($)d$ = / ¢(z)(L"Y)(x)dzx , para toda ¢,¢ € C*(2).  (1.2)
Q 0
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Entao dizemos que L € o transposto formal de L' e que L' é o transposto
formal de L.

Notagao: Como Lo, L'y € C(Q) C L .(Q) € Z2'(Q) e 9,0 € C=(Q),

loc

entdao podemos escrever 1.2 como < L, >=< ¢, L't) >.

A seguir veremos que a existéncia de um transposto formal implica na
extensao do operador.

Proposicao 1.4. Sejam L : CF(Q) = C*(Q) e L' seu respectivo transposto
formal, entdo existe um operador linear L = 2'(Q) — Z'(2) de tal forma que
L. =L

)

cgoQ

Demonstragdo. De fato, defina L um operador de 2'(Q) dado por

L: 209Q) — 2(9)
u  — L(u): C®(Q) = C

v —<u, L' >
para u € Z'(Q) e p € CX(Q).

Afirmacao: L é um operador linear e continuo.

(Linearidade) Sejam uy,uy € 2'(2), ¢ € C(2) e A € C, entao L{uy+ug) =
L(uy) + AL(uz). De fato

< f/(ul + )\Ug),¢ > = <up+ /\UQ, Lt¢ >
<y, L' > +X\ < ug, L' >
< L(w) + AL(up), ¢ >

(Continuidade) Seja {1;}jen € C(Q) tal que ¢; — 0 em C°(Q2). Entao
L'(1h;) — 0 em C®(Q), pois L' é continuo. Logo, < L(u),v; >=<
u, L*(1j) >— 0, pois u é uma distribuigao.

Por fim, mostremos que L ¢ de fato uma extensio de L. Sejau € C®(Q) C
2'(Y), entao

< Lu),y > = <u, L) >= /Qu(:zt)(Ltw)(x)dx
= /Q(Lu)(x)w(x)dx =< L(u),v >, para toda ¢ € C°(2).
Portanto, L(u) = L(u). n
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A seguir, consideraremos operagoes que estao bem definidas para fungao
e utilizaremos a Proposicao 1.4 para definir operagoes com distribuicoes, ou
seja, a0 mostrarmos que tais operacoes possuem transpostos formais nossa
extensao estara garantida e assim podemos aplica-los em distribuicoes.

Exemplo 1.18. Sejam f € C°(2) e u: CX(Q2) — C, entdo o produto entre
uma fun¢do C2°(2) e uma distribuigao é uma distribuigdo definida por

< fu,¢ > =< u, f¢ >, para toda ¢ € C:°(Q).

Seja L : C(Q) — C(£2) o operador definido como L(¢) = f¢. Vamos
mostrar que de fato a distribuicao esta bem definida.

Inicialmente, note que o produto de uma funcao suave por uma funcgao
teste resulta em uma funcgao teste, pois f¢ se anula fora de um suporte
compacto.

Afirmacao 1: L é linear e continuo.
(Linearidade) Sejam ¢y, s € C°(§2) e a € C, entao

L(¢1 +agy) = (¢1+ags)f
= ¢uf +agaf = L(1) + aL(ez).

(Continuidade) Seja {¢;}jen C C°(£2) tal que ¢; — 0 em C°(£2). Mos-
tremos que L(¢;) — 0 em C(€2). Primeiramente, observe que existe
K C Q compacto de tal forma que supp(¢,;) C K, para todo j € N. Logo,
supp(f¢;) C supp(¢;) C K, para todo j € N. Observe agora que para cada
« fixo, o somatdrio ZM <o ¢ finito, defina n a quantidade de termos deste
somatorio. Além disso, como f € C*° e K é um conjunto compacto, entao

sup |07 f(x)| < oo para todo 7.
zeK

Assim, defina
M = max {sup \mf(x)]} :
[vI<lal (zek
€

Por fim, dado £ > 0, para cada o multi-indice sabemos que [0%¢;(z)| < 7
n.
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para todo x e para todo j > jg. Dessa forma

PGH@ = |3 (j‘)aa-vasj(x)mf(x)

[v<|ex]

< O‘) sup |07 ()10 (x)|
|w|z<|:a| (7 ek
< MY |07 Ts(n)] <k

[vI<|e

Afirmacao 2: O transposto formal de L é ele mesmo, isto é, L' = L. De
fato, sejam ¢, € C(Q), entdo

/Q (L(6)) () (x)da = / o) f (&) ()dz = / H() (L)) ().
Assim, podemos estender o operador L em 2'()) por

L: 2(9) — 2(9Q)
u  — L(u): C®(Q) — C

) ) —<u, L' >=<u, fih >
E portanto Lu = fu, isto é

< fu,¢ >=<u, f¢ >, para toda ¢ € C°(Q).

Definigao 1.11 (Derivadas Parciais). Seja u € 2'(R2), entdo definimos sua
j-ésima derivada parcial por
ou ) 0¢

< — >=—<Uu — >.
81’j7¢ ’aLL’j

Seja L : CX(R™) — C*(R™) o operador que representa a derivagao na

j-ésima coordenada de uma fungao, ou seja, L(¢) = §—¢
"
Afirmacao 1: L ¢ linear e continuo. ’
(Linearidade) Sejam ¢1, po € CX(Q) e a € C, entao
d(p1 + ags)
I — A1)
(61 + agn) oz,
_ O¢ o
N 81‘j ta 81‘j
= L(¢1) + a.L(¢2).
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(Continuidade) Seja {¢n}nen C C°(N2) tal que ¢, —> 0 em C(2). Mos-
tremos que L(¢,) — 0 em C°(Q).

Primeiramente, observe que existe K = [—M, M]* C R™ compacto de tal
forma que supp(¢,) C K, para todo n € N. Além disso, pela definigao
de convergéncia em C*(Q2), 0%¢,(z) — 0, para todo a multi-indice, em
particular para a = e; concluimos que

O
ij

() — 0 uniformemente.

Encontremos agora o transposto formal de L. Para isso, note que

| won@uea = [ 2 —%()

= / dxy... 8¢ ——¢(x)dr / dx,, (Teorema de Fubini).

oo 07 o

Aplicando a integracao por partes

[ 22 stonday = oo [ ot 5 e =~ [ o) 5 )

pois como supp(¢) C [—M, M]|" entdao ¢(z) = 0, sempre que z; = M ou
xj = —M para algum 1 < j < n. Logo,

oY
| won@i@ar=— [ o3t @
n Z;
9
Portanto L! = 92 é o transposto formal de L.
x.
, ou 0 _ .
Concluimos que < —,¢ >= — < u, — > esta bem definido para
(930- a.Tj

distribuicoes.
De maneira indutiva, podemos concluir que as derivadas parciais mistas
de ordem superior de uma distribui¢ao é dado por

< %u, ¢ >= (-1)l*l <u, 0% > |V ¢ec O

Exemplo 1.19. [Derivada da Fungao de Heaviside| Seja H : R — R definida

como
1, >0

H(””):{o, r<0.



Como H € L;,.(R), entao H é uma distribui¢ao, através do funcional Ty.

Mostremos que T7; = 0.

Seja ¢ € C2° e suponha supp ¢ C [—M, M]|. Pela definigao de derivada
de uma distribuicao,

T é> = —<Tud >=— /H(:c)qﬁ’(x)dm
= _/000 ¢ (z)dx = —/0 ¢ (z)dx
= —(6(M) — ¢(0)) = —o(M) + 6(0)
= ¢(0)=<6,¢9>.

Proposigao 1.5 (Regra do Produto). Sejam f € C°(Q2) eu € 2'(Q2), entao

O(fu) =f Ou + of u em distribuicao.
813j j

8:cj aﬂfj

Demonstracao. De fato,

O(fu)
8!Ej

7¢> - _<fu7a_¢>
(%vj

_ o0 (fo) of
= _<u’f8_xj>__<u’ oz, —¢a$j>

(/o) of
u, oz, >+<u,¢>a—xj >

f¢>+<uﬁ,¢>
ax]’

<

ou

= <
ox;’

Exemplo 1.20 (Derivada de log |z]). Como visto no Exemplo 1.9, a funcao
log|z| € Lj, (R — {0}), podemos definir < log|z|,¢ >= [, log(|z|)d(x)dz,

loc

d 1
para toda ¢ € C°(R). Entao < e log |z|, ¢ >=< pv.—, ¢ >.
x x
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Seja ¢ € C°(R) com supp ¢ C [—N, N], entao

<d1 ||
— 10g |
dxg )

6> = — <loglal ¢/ >=~ [ loglal¢/(a)da

N
= [ toglald @)tz
-N

—c £ N
— —liH(l) [/ log |z|¢'dx +/ log |z|¢'dx +/ log |x]gb'd:c]
e c

—€ N €
= —lim [/ 10g|x|¢’dm+/ 10g|x]gz5’dx] — [lim/ 10g|x|¢’dx]
e—0 _N e e=0 J_,

= lim

e—0

+ lim

e—0

= lim
e—0

= lim
e—0

—N —€

g efoto) |5+ [ Lotoras]

:— loglelo(o)l? + [ i de}

AL 4o+ 10g(e)616) ~ loglho( )

L |z|>e z
¢(x)

08 (€) [6(c) — d(—e)] + —dw} |

lz|>e L

Note que, pela desigualdade do valor médio

|p(e) — @(—e)| < sup |¢'(t)]2e.

O que implica que

|6(e) — ¢(—¢)|log(e) < sup [¢'(t)|2¢1og(e).

Assim,

te(—e,e)

te(—e,e)

0 <[[¢(e) — p(—e)]log(e)] <2 sup |¢'(t)|elog(e).

te(—e,e)

Mostremos que lim 2 sup |¢'(t)|elog(e) = 0. De fato,

=0t e(—ce)

2 sup [¢'(t)] lim elog(e) = ¢ lim elog(e) = ¢ lim

te(—e,e)

e—0t

log(e)
0+ e+ g1
o1
= ¢ lim or L'Hopital
e—0t —g 2 (p p )
= ¢ lim —e=0.
e—0t
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Pelo Teorema do Confronto [¢(c) — ¢(—¢)]log(e) — 0. Logo,
¢(x)

d 1
< —log |z|,» >= lim ——dr=<puv.—, ¢ >.
dx e=0 Jigjse T x

Exemplo 1.21 (Operador Diferencial). Sejam a € Z} e a, € CX(£2). O
operador diferencial de fungoes esta bem definido. Agora, para distribuicoes,
definimos um operador diferencial de ordem m por

P(z,D): 2'(Q) — 2'(Q)
u = Z aq(z)0%u.

la|<m

Seja ¢ € C'°(12), observe que

< P(z,D)u,¢p > = < Z a,0%u, ¢ >

laj<m

= Z < an0%u, p >

laf<m

= Z < 0%, anp >

laf<m

- Z (_]‘)Ial < uaaaaa(b >

|| <m

A seguir apresentaremos a definigdo de convergéncia em 2'(€2), seguido
de exemplos que serao utilizados posteriormente.

Definicao 1.12. Dizemos que uma sequéncia {u;}; € 2'(Q2) converge a
u e 2'Q) se

< uj, ¢ >—><u,¢ >, para toda ¢ € C°(2).
Neste caso, escrevemos u; — u em 2'(2).

Definicao 1.13. Sejam u € Z'(R) e h € R. Definimos a translagdo vy, de
u como
< Up, ) >=< u, P, >, para toda ¢ € C°(9),

no qual ¢, = ¢(h + x).
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Exemplo 1.22. Sejam u € Z'(R) e h € R. Defina v, = uhh—u’ entao

}ILiII(l) v, = —u'. De fato, para cada ¢ € C°(R) temos que
%

<Uh,¢>—<u,¢>_<U,¢h>—<u,¢>_ (,bh_(b

< Vp, ¢ >= N N =< u, N

> .

Defina 1, = , note que v, — ¢’ quando h — 0, logo

bn— ¢
h
lim < vy, ¢ >=<u,¢' >= — <, ¢ >.
h—0
Como ¢ € C°(R) era arbitrdria, entao lim v, = —u'.

h—0

Este exemplo nos mostra que de certa forma ainda podemos interpretar a
derivada de uma distribui¢ao como o limite do quociente de Newton, podendo
também ser generalizada para u € 2'(R").

Exemplo 1.23. Sejam Q@ C R" e u € 2'(Q2) entdo u é o limite de distri-
buigoes de suporte compacto. De fato, seja

K, ={z€Q,|z| <n,d(z,00) <n '},

pelo Teorema 1.4 existe ¢, € CX(Q2) tal que ¢, = 1 em uma vizinhanga de
K,.
Assim, dada u € 2'(Q2) defina u,, = ¢,u. Note que u,, € &(2), para todo
n € N pois supp(u,) € supp(¢,) C K, que é compacto. Além disso, como

U K, = Q entdo u, — u em 2'(Q).

n=1

1.4 Mudanca de Variaveis

A seguir utilizaremos conceitos abordados em Andlise em R"™ e Cdlculo Avangado,
como a definicao de um difeomorfismo e a utilizagao da matriz Jacobiana no
Teorema de mudanca de variavel em R"™. Uns dos principais resultados sobre
integracao de fungoes em R”™ sera apresentado a seguir e posteriormente serd
utilizado para a construcao de um resultado analogo para distribuigoes.

Teorema 1.5. Sejam f : R" — R"™ uma fungdo continua com suporte com-
pacto e U,V C R™ subconjuntos abertos tais que supp(f) CV e ®: U — V
seja um difeomorfismo de classe C'. Entdo

[ty = [ 179 @()ds,

no qual |J®(x)| € o determinante Jacobiano de ®.
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Seja agora @ : ) — Q um difeomorfismo de classe C*°(Q2), entao ¢ é uma
bije¢ao e @, d~! sdo de classe C°(Q). Defina o operador

L: CX(Q) — C(Q)
[0) —> pod
Mostremos que L esta bem definido, é linear e continuo.
(i) L estd bem definido pois ¢ o & € C'°(R2). De fato, basta verificarmos
que ¢ o ® tem suporte compacto.
Afirmagao: supp(¢ o @) = &~ !(supp(¢)).

Seja x € supp(¢p o ®), entdo existe {z,}; tal que z; = z e po®(z;) #0
para todo j € N, o que implica que ¢(®(z;)) # 0 para todo j € N.
Assim temos que ®(x;) € supp(¢) para todo j € N.

Como (z;) — x entdo ®(x;) — P(x), logo ®(x) € supp(¢) e por-
tanto x € ®~!(supp ¢), finalizando a demonstragio da afirmacao.
Como @ ¢ um difeomorfismo , entao segue diretamente da afirmagao

anterior que ¢ o ® é compacto.

(ii) L é linear. De fato, sejam ¢y, g2 € C°(2) e A € C, entao

LAG1+ ¢2) = (A1 +p2) 0 @
= AM¢10®P) + (¢209)
= AL(¢1) + L(¢2).

(iii) L é continuo. De fato, seja {¢;};en € C(Q2) tal que ¢; — 0 em
C2°(§2). Mostremos que L(¢;) — 0 em C°(Q2), no qual L(¢;) = ¢;0®.

(a) Seja K tal que supp(¢;) C K, para todo j € N. Como supp(¢, o
®) = ! (supp ¢;) para todo j € N entdo supp(¢;o®) C ¢~ (K),
que é um conjunto compacto .

(b) Primeiramente, observe que se z € ®1(K), entdao ¢(z) € K.

Logo,
O
a;%(q)(x)) — 0, uniformemente,
Yi
ou seja, para todo £ > 0, existe jo € N tal que
O
1% @) < = para todo 2
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no qual

00,
c= su 0.
1<i<n

Aplicando a Regra da Cadeia para |a| = 1, temos que

I(pj 0 ®) I 99 0®
Tt = |25 @(f“))axk(x)‘
" | 06; oD
53 % 00| [ g ta)
0, N
< s )| |2 oo >>‘

"L &
< — =e
< c; — =c
Portanto, 9% [¢; o @] () — 0 uniformemente para z € ®~(K),

para |a| = 1. O resultado geral decorre por indugao.

Encontremos agora o transposto formal de L. Para isso usaremos o Teo-
rema 1.5 com ®(y) =z ( note que y = ®~!(z)). Temos que

| 1wy = [ s@u)smdy = [ ola)u@ @).1787 @)ds.
Assim, defina
L': C*(Q) — CF ()
o = [T (@)|(y o @) (2).
Mostremos que L’ ¢ linear e continuo em C2°(£2).

(i) Para facilitar a notagao considere J(z) = |J®~*(z)|, note que J é uma
fungao C'*°. Assim, sejam ¢, o € C°(Q) e A € C, entdo

L'(Ap1+¢2) = J(Ap1+ @) 0 @
= J[M¢10® ")+ (¢20 0]
= A(¢1o®7) + J(d2007)
= AL(¢1) + L(¢2).



(ii) Observe que a demonstragao da continuidade é andloga a demonstragao
da continuidade de L. De fato, basta considerarmos f = ®~! assim
como f é um difeomorfismo podemos definir

Ly: C=(Q) — C®(Q)
¢  —¢of

Entao Ly é continua. Defina L' = JL,, como J € C™ e o produto de
C* com C* é uma fungdo também C° entdo L’ estd bem definido e
também ¢é continua.

Por fim, considerando as hipdteses de difeomorfismo, concluimos que
<uo®,¢p >=<u, [JO7(2)[p(P7(z)) > .

Exemplo 1.24 (Translagao). Seja a € R™ e defina a translagdo no ponto a
como

¢: R* —»R"
r —r—a

Temos que ® é de classe C* e ®'(z) = z + a também é de classe C*.
Logo, ® é um difeomorfismo de classe C*°. Além disso,

00! 00! 00!

8:511 (@ 8:621 (z) 8xn1 (z)

0d, 0d, 0d,
T ) = | D ) ey, @ @)

pO-1 9P D!

e @) (@) e 5 (@)

Portanto,
<uo® ¢ >=<u,|JO () |[Y(@ () >=< u,¥(z +a) > .

Exemplo 1.25 (Reflex@o). Seja © C R™ aberto e simétrico com relacao a
origem. Considere ®(z) = —z € C°(Q). Temos que &~ (z) = —z € C(Q).
Logo, ® é um difeomorfismo.

Como |J(®71)| = |(—1)"| = 1, entao

<uod p>=<u,pod ! >=<u,Y(—x) >.

Passando para a notacio usual temos que < @, ¢ >=< u, ¢ >.
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1.5 Derivadas e Primitivas

Teorema 1.6. Sejam I C R um intervalo aberto na reta, denotado por (a,b)
com a,b € RU{xoo} eu € Z'(I) tal que u' = 0, entao u € uma constante.

Demonstracao. Primeiramente demonstraremos a seguinte afirmacao: se ¢ €
C(I) entdo existe ¢ € C°(I) tal que ¢ é a derivada de v, isto é ¢ = 9.
Note que tal implicacao equivale a

/a () =

De fato, suponha que ¢(z) = v¢'(x) para todo x € I e que supp(v)) C [a,b] C
(a,b). Entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo

/ab o(z)dr = /ab V' (z)dr = /; Y (z)dx = w(l;) — (@) = 0.

Reciprocamente, suponha ¢ € C2°(I) tal que f x)dr =0 e defina ) : I —

R como -
~ [ ot

Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que ¢'(z) = ¢(z) para todo = €
I, demonstrando assim a equivaléncia. Para a demonstracao da afirmacao
defina v como anteriormente, mostremos que ¥ possui suporte compacto.
Note que supp(¢) C [a,b] C (a,b), logo

= / o(t)dt = / 0 dt = 0, para todo x € (a,al.

Além disso, para todo x € [b,b) temos que

ww) = [ oloy
- /qb dt+/ o(t)
= /bOdt—O

Portanto supp(v) C supp(¢), o que implica que 1 € C°(I), finalizando a
demonstracao da afirmacao. Antes de darmos continuidade na demonstragao
deste teorema observe que na igualdade * utilizamos que supp(¢)’) C supp(v),
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mostremos que tal inclusao é verdadeira. Seja = ¢ supp(v), entdo como
supp(#)) é um conjunto fechado existe € > 0 tal que (x — e,z +¢) ¢ supp(v).
Logo, ¥(y) = 0, para todo y € (v — ¢, 4+ ¢). Por Andlise na Reta sabemos
que ' (y) =0, para todo y € (z —e,x+¢€). Assim (x — e, + ¢) ¢ supp(¢’),
o que implica que = ¢ supp(¢)’). Portanto a incluso é verdadeira. Considere
agora ¢o € C°(1) tal que

/ab bo(2)dz = 1.

Dada ¢ € C°(I), temos que
b b
o) = 060~ ) [ owity] + anto) [ st

Defina v(z) = ¢(x) — ¢o(x) [ ¢(y)dy, note que

/abv(:v)d:v = /abcb(x)dx _ /ab () da /ab<b(y)dy _0

Logo, pela afirmacao inicial existe ¢ € C2°(I) tal que v(z) = ¢'(x), o que
implica que

o) = /@) + on(a) [ o)y
Logo,
<u, ¢ >=<u,y > +/¢(y)dy <u,¢p > .

Por hipétese < v/, 9 >=< u,¢’ >= 0, assim
<u, > = 0+/¢(y)dy<u,¢o >
= <u,dp > /cb(y)dy

= <uU,pp><1,¢0>
= c<lp>=<c,¢0>.

Portanto u é constante. [ ]

Corolario 1.2. Seja u € Z'(R) tal que v’ =6, entdo uw = H(x) + c.
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Demonstracao. Lembremos que a funcao H é a funcao de Heaviside definida
no Exemplo 1.19, no qual também ¢é provado que 7}, = §. Note que

<(u—Tg), 0> = —<u—Ty,¢ >
= —<u, ¢ >+<Ty, ¢ >
= <u,0p>—<Ty ¢>
= <0,0>—<0d,¢0>=0,

para toda ¢ € C°(R). Pelo Teorema 1.6 temos que u—Ty = ¢, o que implica
u = Ty + ¢ e assim observe que essa igualdade é no sentido distribucional,
falta mostrarmos que u pode ser vista também como uma funcao. Para isso,
note que a distribuicao ¢ na verdade pode ser vista como 7., no qual ¢ é a
funcao constante. Assim, temos que

u = TH + TC = TH+c-
Logo, u(xz) = H(z) + ¢, para todo = € R. =

Corolério 1.3. Seja u € 2'(I) tal que uf) = 0, entdo u é um polinémio
de grau menor ou iqual a K — 1. Aqui u) denota a K-ésima derivada da
distribuicao wu.

Demonstracao. Mostremos por inducao em K.

Para K =1, segue do Teorema 1.6. Suponha agora que o resultado é valido
para K — 1 derivadas e tome u € 2'(I) tal que u) = 0. Defina v = u&=1,
entao v’ = 0. Pelo teorema anterior existe uma constante ¢ tal que v = ¢ em
distribuicao. Assim

_ (K—1) _ (K-1)
u — C.L — U(Kfl) — C. L
(K —1)! (K —1)!

= oFD ¢

uf=D —y = 0.

Pela hipétese de inducao, temos que

oK1 K2 ‘

e = ]

u C'(K—l)!_z%x'
=0

Logo,
oK1

K-
Z $j+0ﬁ,

7=0

portanto u é um polinomio de grau K — 1. [
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Observacao 1.4. Note que acima derivamos um polinomio no sentido usual.
Para isso, contamos com a hipétese de regularidade da funcao, ou seja f € C*.
Assim, teremos

<fi0= - [ fwo @i = [ Fa

Observe que a derivada ”classica’e a distribucional coincidem. Porém, ana-
lisemos no proximo exemplo porque é necessario incluirmos tal hipdtese.

Exemplo 1.26. Seja f € C'(R — {0}), no qual apresenta uma descontinui-
dade de primeira espécie na origem, isto é, os limites laterais existem mas
sao distintos. Note que f’ existe para todo x € R — {0} e que f’ € L .(R).

Calculemos agora a derivada de f no sentido estudado das distribuicoes.
Seja ¢ € C°(R) com supp(¢) C [—M, M], entao

<(Ty) o> = —<Ty,¢ >

:-gg[[;ﬂ@mex+/Mﬂ@wmm4

- M{/%f@ d%ﬁ/tf D)z — f(~)o(—e) + F()(e)

e—0

_ /f x)dz — f(07)6(0) + £(0)¢(0)
_ /f (w)dz + ¢(0). [~ F(07) + f(0F)] .
Portanto
<(Ty), ¢ >=<Tp, ¢ > + [—f(07) + £(07)] < 6,6 >

(Ty) =Ty + [ f(07) + f(0T)] 6.

1.6 Particoes da Unidade

Definigao 1.14. Seja Q@ C R aberto. Dizemos que a sequéncia {¢;}jer C
C>*(Q) é uma particao da unidade se

(i) para todo ¢ € Q existem uma vizinhanga aberta V. de ¢ e um nimero
finito de ¢4, ..., ¢, tais que

43



(i) 0 < ¢;(x) <1, para todo v € Q e jel.

(111) Z(bj(x) =1, para todo x € €.

jel

Observagao 1.5. Note que a soma (iii) estd bem definida pois pelo item ()
para cada x € (2 existe um numero finito de indices tal que ¢;(x) # 0, ou

ainda
> o) = Z 9;(z).

Jjel

Definigao 1.15 (Particao Subordinada). Sejam Q C R™ aberto e V. =
{Vataen uma cobertura aberta de ). Dizemos que uma particao da unidade
{¢;};es estd subordinada a V' se para todo o € A existe j € J tal que

supp(¢;) € Va.

A seguir utilizaremos um resultado topoldgico a respeito da cobertura de
um conjunto compacto para garantir a existéncia de um conjunto de funcoes
testes que possuem caracteristicas importantes para a demonstracao da Pro-
posicao 1.6

¢
Lema 1.3. Sejam K C Q compacto e Vi, ..., Vy abertos tais que K C U Vi,
=1

J
L

entao existem compactos K; C V; para j = 1,...,0 tais que K C U K;.
j=1

Teorema 1.7. Sejam K C Q compacto e Vi,...,V, abertos tais que K C
¢

U V;. Entao existem funcoes ¢; € C2(V;) tais que
j=1

¢

¢
(i) Zcbj(x) <1 ; para todo x € U V.
j=1

j=1
¢

(i1) Z(bj (x) =1 em uma vizinhanga de K.
j=1

(1it) 0 < ¢; <1 para todo j =1, ..., L.
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¢
Demonstracao. Pelo Lema 1.3, sejam K; C V; tais que K C U K;. Consi-
j=1
dere ¢; € C(Vj) tais que ¢; = 1 em uma vizinhanga de K para j =1,....¢
e defina
¢1 = ¢17
P2 = (%)(1 - %01)7

-1
¢ =[] - wi).
i=1
Afirmacao: Se k </, vale

Dt =1— (1= )1 —t)..(1— ).

=1

Mostremos a afirmacao por inducao. Para k = 1 é evidente. Suponha agora
que seja valido para k — 1, isto é

k—1

Z@- =1 — (1 =) (1 —a)e(l — 1)

Logo,

k-1
Z bi = Z bi +
: i=1
k—1

= 1= =) —v2)c(l = Yi1) + H(1 — i)

= 1—(1—=v)(1 —=9)...(1 — 1) [1 — i),

provando a afirmacao. Note que

¢ ¢
S (o) = 1 [[(1 - 6@
i=1 i=1
¢ ¢
Assim, temos que Z ¢i(z) < 1, para todo z € U V;. Como ¢; =1 em uma
i=1 j=1

! ¢
vizinhanca \7J de Kj e K C U K entao Z ¢;(r) = 1 em uma vizinhanga

j=1 i=1
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¢ j—1
U V; de K. Por fim, como ¢;(z) = 1;(z) H(@Z),)(a:) e cada 0 < 9; < 1 entao
j i=1

1
<¢; <L u

<

e}

Proposicao 1.6. Sejam uy,us € 2'(Q2) tais que para todo ¢ € ), existe uma
vizinhanca aberta de c, denotada V., tal que uy = uy em V.. Entao u; = us
em Q.

Demonstragao. Considere ¢ € C°(2) e K = supp(¢). Como 2 é um con-
junto aberto e K C 2 entao dado p € K existe uma vizinhanca V), C €2 de p
tal que

Kc|JV,.

peEK

Por outro lado, como K é compacto, existem finitas vizinhancas Vi, V5, ..., V;
tais que

l
Kcl|Jv
j=1

Por hipétese u; = uy em Vj, para todo j = 1, ..., £. Defina ¢; € C°(V}), para
todo j = 1,...,¢ com as propriedades do Teorema 1.7, note que

¢ ¢
o(x) =) 0i(0)9(x) = ) y(x)
=1 =1
no qual ¥;(z) = ¢;(z)¢p(x) possui suporte em V;. Assim,
¢ ¢
Sun,¢> = <up, Yy thi(r) >=> <ug, >
=1 j=1

¢
= Z < ug,1; > (pois sao iguais em V)
j=1

l
= < UQ,Z@DJ'(.T) >
j=1
= < ug, ¢>.

Portanto, u; = uy em €. n
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1.7 Suporte de uma Distribuicao

Definicao 1.16. Seja u € 2'(Q2). Definimos o suporte da distribui¢io u,
denotado por supp(u), como a intersec¢ao de todos os fechado de Q) fora dos
quais u € nula, isto €

supp(u) = NF' de tal forma que F C Q € fechado e u =0 em (2 — F).

Observacao 1.6. Seja A C ) um conjunto aberto, entao dizemos que u = 0
em A se < u,¢ >= 0 para toda ¢ € C°(A). Observe também que supp(u) é
um conjunto fechado pois é uma intersecgao qualquer de conjuntos fechados,
logo u = 0 no aberto © — supp(u). Por fim, podemos dizer que um ponto
c ¢ supp(u) se, e somente se, existe r > 0 tal que B(c,7) C  — supp(u) e
< u,p >= 0 para todo ¢ € CX(B(c,1)).

Proposigao 1.7. Seja f € L},.(Q) entao supp(Ty) C supp(f).

Demonstragao. Seja ¢ € @ —supp(f). Queremos mostrar que ¢ ¢ supp(7}).
Como €2 — supp(f) é um conjunto aberto existe r > 0 tal que B(c,r) C
Q) — supp(f). Mostremos agora que

< Ty, ¢ >=0, para toda ¢ € C°(B(c,1)).

Como ¢ € CX(B(c,r)) e (B(e,r)) Nsupp(f) = @ entdao ¢ = 0 em supp(f).
Por outro lado, como f = 0 em 2 — supp(f), entdo f(x)¢(z) = 0 para todo
x € . Assim,

<Tf,¢>= /f(x)qb(:v)dx = 0, para toda ¢ € C2°(B(c,1)).

Logo, ¢ ¢ supp(T7y). n
Proposicao 1.8. Sejam f € Li,.(2), entdo supp(f) C supp(T}).

loc

Demonstragao. Seja ¢ € Q — supp(Ty). Mostremos que ¢ €  — supp(f).
Como ¢ ¢ supp(7), que é um conjunto fechado, entao existe r > 0 tal que
B(c,r) C Q —supp(Ty) e

<Tp,¢>=0=<0,¢ >, para toda ¢ € C:°(B(c,7r)).

Pela Proposigao 1.3 temos que f(x) = 0 para todo = € B(c,r) e portanto
c € Q —supp(f). n

Assim, pelas Proposi¢es 1.7 e 1.8, concluimos que supp(7y) = supp(f)
para toda f € L}

loc*
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Definigao 1.17. Seja Q C R™. Denotamos por &'(2) o subconjunto de
2'(Q) tal que as distribuicoes possuem suporte compacto.

Exemplo 1.27. Seja § € Z'(R) a distribuigao Delta de Dirac, estudada no
Exemplo 1.13. Entao supp(d) = {0} e assim § € &' (R).

Demonstracao. Demonstremos por inclusao de conjuntos.

(i) supp(d) C {0}.
Como R — {0} é um conjunto aberto, entao dado p € R — {0}, existe
e > 0 tal que (p —e,p+¢) C R —{0}. Ademais, para toda ¢ €
C>®((p—e,p+¢)), temos que

< 0,¢ >= ¢(0) =0.

Logo p ¢ supp(d) e portanto supp(d) C {0}.

(ii) {0} C supp(9).
Seja supp(d) = NF' de tal forma que § = 0 em R — F. Mostremos que
0 € NF. Para isso, suponha por absurdo que exista F tal que § = 0
em R — F mas que 0 ¢ F. Logo,

< 0,¢ >= ¢(0) =0, para toda ¢ € Cfo(]R—F)

Como 0 e R —NF’ que ¢ um conjunto aberto, entao existe £ > 0 tal que
(—e,e) C R—F. Pelo Teorema 1.4, podemos construir ¢ € C°((—¢,¢))

tal que (5 = 1 em uma vizinhanga de {_—5 E] . Logo

272

< 60,0 >= ¢(0) =1 o que é uma contradicao.

Exemplo 1.28. Seja f : R — R definida como f(x) = ¢ (com ¢ # 0).
Note que f € L}, (R) e Ty : C>°(R) — C é uma distribuigao que pertence a
2'(R). Por outro lado, vimos que supp(7y) = supp(f), que por sua vez nao
¢ limitado, pois
lim f(z)=-c.
|z| =400

Portanto Ty ¢ &'(R) e assim &' (R) C Z'(R).

Definicao 1.18. Sejam U C Q um conjunto aberto e u € 2'(Q). Dizemos
que u € C*(U) se existe uma fungao f € C(U) tal que

<u,p >= /f(x)aﬁ(m)d:z =<Ty,¢ > para toda ¢ € C*(U).
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Teorema 1.8. Seja u € &'(2), entdo existe um unico funcional linear u :
C>®(Q) — C tal que

(1) a(p) = u(p) , para toda ¢ € C°(R2).
(11) u(p) =0 se ¢ € C*(2) e supp(¢) Nsupp(u) = .

Demonstracao. Vamos inicialmente provar a unicidade. Para isso suponha-
mos que existam dois funcionais 4; e Uy que verifiquem (i) e (ii), e seja
P € CX(Q) igual a 1 numa vizinhanga do supp(u), (lembre-se novamente
que sua existéncia é garantida pelo Teorema 1.4). Se ¢ € C(Q), entao
podemos escrever

o=+ (1=v)p =1+ b
No qual ¢; € C°(£2) e supp(¢2) Nsupp(u) = &. Entao

U1 (@) = (1) + U1(P2) = u(pr) = a(P1) + Ua(d2) = 12(9),

0 que prova a unicidade.

Para provarmos a existéncia, seja ¢ € C'°(2) e tome a seguinte decom-
posicao: ¢ = ¢g+ @1, no qual ¢y € C(Q2) e supp(¢1) Nsupp(u) = &. Defina
u: C*(Q) — C por

< U, >=<u,pg >

Tome agora outra decomposicio de ¢: ¢ = ¢,+d,. Note que ¢o—d, = ¢1—;.
Como

supp(¢1) Nsupp(u) =& e  supp(¢y) Nsupp(u) = @
= supp(¢1 — ¢;) Nsupp(u) = @
= supp(¢o — qﬁ:)) Nsupp(u) = &

Como ¢y — gbz) estd suportada em um aberto onde u se anula entao u(¢pg —
¢6) = 0, ou seja < u, pg >=< u, ¢E) >. Logo a definicao de @ independente
da decomposicao escolhida e portanto u existe e estda bem definida. [

Definigao 1.19. Dizemos que uma sequéncia {¢;}; de fungoes C*(Q) con-
verge a zero em C*(Q)) se, para todo K C € compacto e para todo o € 7"
(multi-indice) 0*¢p; — 0 uniformemente em K quando j — oo.

Observagao 1.7. Seja {¢;}; C C() tal que ¢; — 0 em C(2), entao
¢; — 0 em C™(Q).

De fato, pela defini¢ao de convergéncia em C2°(€), existe um compacto
K tal que 0“¢p; — 0 uniformemente em K, para todo a € Z". Assim, seja
K C Q um compacto qualquer, podemos estudar os dois seguintes casos:
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a) Se KNK = g, entao ¢; = 0 em K para todo j € N. Logo 9%¢;(z) = 0
para todo x € K, para todo a multi-indice e para todo 57 € N. Portanto
¢; — 0 em C™(Q).

b) Se KNK # @, entao ¢; = 0Oem K — (KNK) e d*; — 0 uni-
formemente em K N K, para todo a € Z". Portanto ¢; — 0 em

C>(9).
A seguir mostraremos que a reciproca da Observacgao 1.7 é falsa.
. - _ $oljz) _
Exemplo 1.29. Considere 2 = R e defina ¢,(x) = BT qual ¢ = 1

se |z| < 1 esupp(dy) C [—1,1]. Note que
k ik (R) Ko—n
037 ()] = 275047 ()| < €27 — 0

uniformemente em z € R. Por outro lado,

—J J
J Il cy .
[ 2 72:| = upp((b])
e portanto nao existird um compacto K tal que supp(¢;) € K para todo
JjeN.

Por fim, concluimos que ¢; — 0 em C'*°(£2) mas nao converge em C'°(€2).

A partir daqui veremos teoremas de equivaléncia da continuidade de fun-
cionais definidos em distintos dominios. Tais resultados serao utilizados a
seguir para definirmos uma condi¢ao para que um funcional u € 2'(Q2) tenha
suporte compacto, ou seja, u € &’(€).

Teorema 1.9. Seja u um funcional linear em C*°(Q). As condig¢oes sequin-
tes sao equivalentes:

(i) u € continuo.

(11) Ezistem um compacto K C Q, uma constante C >0 e um m € N tais
que

| <u¢>[<C ) suplde(a)l, ¢ € CX(Q). (1.3)

la|<m zeK
Demonstragdo. Suponha que (ii) seja verdade e que ¢; — 0 em C*, as-
sim as derivadas até a ordem m de ¢; convergem a zero uniformemente em
qualquer compacto e portanto

Z sup |0%¢;(z)| — 0.

la|<m zeK
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Pelo Teorema do Confronto, aplicado em 1.3, concluimos que < u, ¢; >— 0
quando j — 00, logo u é continuo.

Suponha agora que a estimativa 1.3 seja falsa para qualquer conjunto
compacto K e quaisquer constantes ¢ e m, queremos mostrar que u nao €
um funcional continuo em C*°. Para isso, defina

1
Kn:{x€Q7]x|§ned(x,8Q)2ﬁ}.

Provamos na demonstracao da Proposi¢ao 1.3 que K,, é compacto, para todo

n € N e que
i=1

Logo, dado um K C {2 compacto, entao existe ng € N tal que K C K.
Tome C =m =n e K = K,, entao existe uma funcao ¢, € C>*(f) tal que

e =K u g >0 Y sup [0, (o).

|Oé‘§’l’b LL‘EKTL

Note que r, > 0. Continuando, defina 1, = % e observe que ¥, — 0 em
r

C>*(€2). Por fim, dado um K compacto e 3 m?ﬂti—indice, escolhemos n € N
tal que n > |G| e que K C Kj. Logo,

sup |07, ()] < 3 sup [0°0a(x)| = — 3 sup 0 wn(e)| < =

zeK o<t zeKj; n o< €Ky
Por outro lado, |< w,v¢, >| = |r;t < u,¢, >| = 1, 0o que contradiz a
continuidade de w. ]

Teorema 1.10. Seja u um funcional linear em C°(§2). As condigoes se-
gquintes sao equivalentes:

(i) u € continuo.

(i1) Para cada compacto K C 2, existem uma constante C > 0 e umm € N
tais que

[<u,¢ > <C Y sup|0vd(x)], ¢ € C¥(Q) e supp(d) € K. (1.4)

la<m zeK
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Demonstragao. Se ¢p; — 0 em CX(Q) e Ky C © um conjunto compacto tal
que supp(¢;) C Ky, para todo 7 € N. Logo, basta tomarmos a estimativa
1.4 com K = K, para vermos que < u,¢; >— 0 em C°(Q2), mostrando a
continuidade do funcional w.

De maneira analoga a demonstracao do teorema anterior, suponha que tal
estimativa seja falsa e considere C' = m = n, podemos encontrar v, tal que
| <u, b, > | =1, supp(vn) C K e

1
Z sup [0%,| < —.
n

|a|<n
Entao ¢, — 0 em C(Q2) mas < u, 1, >+ 0, o que contradiz (i). n

Teorema 1.11. Seja u um funcional linear em C(S2), ou seja, u € P'(Q).
As condicoes sequintes sao equivalentes:

(1) uw e &'(Q), isto é, supp(u) € compacto.

(11) Eziste um funcional linear continuo v € C*(Q) tal que v(¢p) = u(P)
para toda ¢ € CX(2). Ou seja, v restrito a C°(§2) € o funcional u.

Demonstracao. (i) = (ii)

Se u € &'(2), entao pelo Teorema 1.8 podemos estender u a funcional @ em
C>®(Q). Seja 1 € C°(2) um funcional tal que ¢ (z) = 1 numa vizinhanca
de supp(u), logo u(¢) = u(¢r)) para toda ¢ € C*(2). Aplicando o Teorema
1.10 a w com Ky = supp(¢)) obtemos para certos C' > 0, m € N e para
¢ € C™(Q) arbitraria:

| <, 6> = |<a,¢p>|
< C ) sup [07(¢o)(2)]
‘a|§meK0
< Y sup o]
laj<m K0

A dltima desigualdade se obtém calculando 0*(1¢) pela regra de Leibniz,
do seguinte modo:

0°(he)(x) = Y Cop 0¢(x) 7 Y(x),

[v< el
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o que implica que

0°(We) (@) = | Y Capy 0"(x) 0 ¢(x)

[v1<]e]

< Y Conloo@) 0w ()]
[vI<]al

< Y Canl®@9(@)]. sup |07 Y(2)]

€Ky
[vI<|ex|

= D Canul00(a)l.

[vI<lal

Ou seja, os supremos das derivadas de 1 sao absorvidos na constante C.
Logo,

IN

> sup [0°(vg)(x)]

z€Ky

D sup D Conyld (o)

zEK|
|| <m  [yI<]el

= Y > Copw sup |076()]

reK
la|<m |y|<|al 0

= Y Cuy sup [076(x)

xeKy

|ao| <m

la|<m

= C > sup [079(x)]

laj<m “SH0

Pelo Teorema 1.9 o funcional @ é continuo em C*°((2), assim basta definir
v = U para obter (ii).

(i) = (i)
Pelo Teorema 1.9 existem C,m, K tais que

| <v,6>[<C Y supp|dd(x)| , 6 € C®(Q).

la|<m zeK

Se ¢ € CX(Q) e supp(¢) N K = &, entao

| <u,¢>[=[<v,6>|<C ) supp|d”¢| =0.
K

laj<m

Logo, supp(u) C K e u € &'(Q).
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Observacao 1.8. A partir dos resultados anteriores podemos concluir que,
dado um aberto Q C R, C2°(2) é denso em C'*°(£2), e mais que isso, podemos
identificar &”’(€2) como

&'(Q) = {u: C>*(Q) — C,u é um funcional linear continuo}.

De fato, observe que os compactos K, definidos na demonstracao do
Teorema 1.9 é uma sequéncia de conjuntos que cobre €2, e seja ¥, € C°(Q)
tal que ¢, () = 1 em uma vizinhanca de K,,. Logo, dada ¢ € C*°(Q2), defina
a sequéncia ¢,=1,¢ € CX(Q). Note que ¢, — ¢ em C*°(Q) e portanto
C(2) é denso em C>(92).

Além disso, pela densidade, concluimos que o funcional v do Teorema
1.11 é tinico e portanto &’(€2) é o espaco dos funcionais lineares continuos

em C*(Q).

Definigao 1.20 (Suporte Singular). Definimos o suporte singular de uma
distribuicao u como a interseccao de todos os fechados de 2 fora dos quais u
¢ C* e denotamos

sing supp(u) = ﬂ F, comue C® em (Q—F).
Logo, singsupp(u) C supp(u).

1.8 Convolugao de Distribuicoes

Definicao 1.21. Sejam u € Z'(R") e ¢ € CX(R™), definimos a convolugdo
de u e ¢ como a fungao ux ¢ : R" — C dada por

(ux*xo)(y) = <u, ggy >, para todo y € R,

no qual gﬁy(x) = ¢(y — ), para todo x € R™.
Definimos da mesma forma a convolugao de u € &'(R™) com ¢ € C(R").

Observagao 1.9. Observe que a definicao de convolugao de fungao e de
distribuicao coincidem para distribuicoes definidas como em 1.18. Ou ainda,
sejam ¢ € C°(R") e u uma distribuicdo que pertenga a C*°(R"), entdo existe
uma funcao f € C*°(R") tal que u = Ty. Mostremos que Ty * ¢ = f * ¢.

(Tr+o)y) = <Ty, >
- /. f(@)dy(x) do = Rnf(x)aﬁ(y—x) dx

= fly—2)p(2) dz = (f * ¢)(y), para todo y € R"™.

R”
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No qual na pentultima igualdade utilizamos a seguinte mudanga de variavel:
Z2=1y—1.

Exemplo 1.30. Seja ¢ € C°(R") e § € Z'(R") a distribuicao Delta de
Dirac, entao ¢ * ¢ = ¢. De fato,

BxP)y) = <06,0y>= ¢,(0)
= ¢(y —0) = ¢(y), para todo y € R".

Portanto 6 x ¢ = ¢.
Teorema 1.12. Sejam v € Z'(R") e ¢ € CX(R™). Entdo

(1) ux¢p € C°(R") e suas derivadas sio dadas por
D¥(ux* @) = (D) * ¢ = ux* (D¢). (1.5)

(i) supp(ux¢) C supp(u)+supp(¢) = {z+y,z € supp(u) e y € supp(¢)}.

Demonstracio. (i) Primeiramente, note que ¢, € C=°(R"), para todo y €

R™. De fato, como qvﬁy é uma composigao de ¢ € C®°(R™) com [ €
C*(R") dada por f(z) = y — z, entdo gzvSy € C*(R™) pela prépria
definicao de fungao teste.
Seja {y;}; € R™ tal que y; — o, entdo ¢(y; — x) — P(yo — )
pontualmente. Mostremos que existe K compacto tal que supp(¢y,) C
K, para todo y € N. Como (y,), é uma sequéncia convergente em R"
entdo é limitada, ou ainda, existe M > 0 tal que y; € B(yo, M), para
todo j € N. Por outro lado, como ¢ € C*(R™) entao o suporte da
¢ também é limitado, ou seja existe r > 0 tal que supp(¢) C B(0,7).
Pela definicao temos que ¢,,(z) = ¢(y; — ), logo seja = € supp(¢,, ),
entdo y; — = € supp(¢), o que implica que y; —z € B(0,r), portanto
xB(y;,r). Assim, temos que

supp(¢y,) C B(y;r)
C Blyj.r+ly; — vol)
C Bl(y;,r+ M)
C Blyj,r+ M], para todo j € N.

Por fim, defina K = B[y;,r+ M|, note que K ¢é um conjunto compacto
tal que supp(¢,,) C K, para todo k& € N. Concluimos assim que
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d(y; — ) — ¢(yo — x) em C°. Pela continuidade da distribuicao u
temos que

(U * ¢)(y]) =<u, ¢Zyj >—< U, ¢2y0 >= (U * ¢)(y0)

Portanto ux¢ é uma funcao continua. Mostremos agora que a igualdade
1.5 é valida para a = e;, para isso considere o quociente de Newton na
diregao do vetor e;

(ux @)y + hej) — (ux9)(y) _ < Uy yihe, > — < U, Py >
h h
o <uaq3y+hej_q3y>
N h
. <u,9(y+he; —x) — Py —x) >
N h

Aplicando o limite temos que

O (1% $)(y) =< 1,0y, ($)(y — 2) >=wx (D0, 6)(v).

Por outro lado, pela regra da cadeia

Logo,
<, 0y, 0y — ) >= — < u, aquvﬁy(x) >=< 0y,u, qu >= (Og;u) * ¢(y).
Portanto,
Por indugao concluimos que
0% (u* @) = (0%) * ¢ = u* (0°¢), para todo a multi-indice.
Por fim, observe que pela igualdade acima concluimos que u % ¢ €
C*(R™).
(ii) Seja y € supp(u * ¢), logo temos duas situagoes

() (uxB)(y) £ 0. V
Note que (u * ¢)(y) =< u, ¢,(x) ># 0, para todo x € R". Logo,
x € supp(u). Por outro lado, < u, (ﬁy >=<u,p(y—x) ># 0. Pela
linearidade de u temos que ¢(y — x) >+# 0, logo y — = € supp(¢).
Portanto, como y = z + (y — x) concluimos que supp(u * ¢) C

supp(u) + supp(¢).

56



(b) Existe uma sequéncia y; tal que y; — y e (u * ¢)(y;) # 0 para
todo j € N.
Pelo item anterior vemos que y; = z; + (y; — z;), para todo j € N,
no qual z; € supp(u) e y; — x; € supp(¢). Como os suportes
sdo conjuntos fechados entao existe = € supp(u) tal que z; —
x, além disso y; — ; — y — x, que pertence ao suporte de
¢. Novamente, vemos que y = = + (y — x) e concluimos que

supp(u * ¢) C supp(u) + supp(¢).

Note que os resultados do teorema anterior valem também para u €

E'(R™) e ¢ € C(R").
Teorema 1.13. Sejam u € Z'(R™) e ¢,¢ € C°(R™), entao
(ux @) x = ux*(¢x1).

Demonstracao. Dado € > 0, considere as somas de Riemann
sa(2) = 5" (@ — em)p(em),
m

no qual m € Z". Entao supp(s.) C supp(¢) + supp(¢)) = K compacto (fixo)
e para cada « multi-indice temos que

Ds.(x) =" Y (D¢)(x —em)ih(em) — (D¢ * ¢)(x) = D*(¢ * ) ().
Portanto

ux (pxh)(x) = ll_r%(u*sg)(x) =lim Y (ux¢)(x—em)p(em) = (u*xp)x(x).

m

Teorema 1.14. Sejam u € Z'(R™) e ¢ € C°(R™) tal que ¢ >0 e [¢ = 1.
Entao para cada € > 0 temos que u x ¢ — u em P'(R"™).

x
Demonstracao. Lembremos que para cada ¢ > 0 definimos ¢, = ¢ "¢ <—>
€

Utilizemos a seguinte notacio: 1 (z) = 1(—z), note que
(u*1)(0) =< u, ¥(0 — z) >=< u, () >=< u, ) > .
Assim, pela igualdade anterior e pelo Teorema 1.13 temos que

<U* o) > = (u*@)*lﬁv(O):u*(gbe*zﬁ)(O)v
= <u, (¢a *¢)(—$) >=<u, (¢a *1/J)v> .

o7



Observe agora que pelo Teorema 1.2 temos ¢ * ¥ — Y em C>(R™) quando
e — 0, o que implica que (¢, * ) — b em C°(R™). Portanto para cada
1 € C(R™) temos que

lim < u* ¢, >=< u,y >,
e—0

ou ainda u * ¢. — u em Z'(R"). n

Corolario 1.4. Seja Q@ CR"™ um conjunto aberto, entao C°(Q2) € denso em
7'(Q).

Demonstragao. Como vimos anteriormente &”(2) C 2'(Q)) pela defini¢ao
de &'(f2), mostremos inicialmente que C°(£2) é denso em &'(€2). Sejam
u € &'(Q) e ¢. como no teorema anterior, entdo pelo Teorema 1.12 temos
que

supp(u * ¢.) C supp(u) + supp(¢.) = K compacto.

Além disso, pelo mesmo teorema temos que u * ¢. € C*°(Q2). Concluimos
que u * ¢ € C(2). Como ux p. — u em Z'(2) entao C°(£2) é denso em
E'(Q).

Por outro lado, pelo Exemplo 1.23 temos que &”(§2) é denso em Z2'(12),
finalizando nossa demonstracao. [

Observacao 1.10. Na demonstracao acima utilizamos resultados em €2 que
a priori foram demonstrados para todo R™. Tal aplicacao ainda é valida
pois podemos estender as fungoes testes como fungao nula fora de €2. Com
isso tais fungoes permanecem bem definidas e aplicamos os resultados em
R™. Posteriormente voltamos ao dominio restrito de €2, visto que fora dele
as fungoes permanecem nulas.

Exemplo 1.31. Seja ¢ € C*(R") tal que ¢(x) > 0, para todo z € R" e
¢(z) dr = 1. Defina ¢. como anteriormente, entdo ¢. — J quando
R

e — 0.

De fato, pelo Teorema 1.14 temos que 0 * ¢p. — § em Z'(R"). Por outro
lado, sabemos que 0 * ¢. = ¢. para todo € > 0. Portanto ¢. converge a
distribuicao Delta de Dirac.

O seguinte resultado é uma generalizagao do exemplo anterior.

Proposicao 1.9. Seja {f;}; wma sequéncia de funcées positivas em L'(R™)
tais que

(i) fj(x) dv — 1 quando j — oc.
Rn
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(ii) Para todo a € RY, / fi(z) de — 0 quando j — oc.
B(0,a)°

Entao f; — 6 em 2'(R™).

Demonstragio. Bastamostrarmos que para cada ¢ € C*(R"), < T}, ¢ >—
#(0). De fato,

\<Tfj,gb>| =

[ hwot) o

< [ 1hot) de
- [ p@e@ld [ p@lew)d
B(0,a) B(0,a)°
_ /B o, H@O] = 6(0) da
0 j(x) dx i(x)|o(x)| do.
Ty )/B(O’a)f( ) +/B(Oya)cf( )é(a)

Analisemos a primeira integral

/ fitx)([¢(x)| = ¢(0)) da S/ fitw)(|o(@)] = [¢(0)]) da
B(0,a) B(0,a)

IN

/B o, @lo) o) ds

VAN

/ fi(@)l sup | v ()] de
B(0,a)

y€([0,2]
< a | fi(z)sup |V o(y)| dr
R™ y€[0,x]

= allVell e 1fill < oo, para todo j € N.

Como f; — 1 em norma L', entdo || f;||,, ¢ limitada por uma constante
positiva, digamos M. Defina C' = ||[\7¢||; M, se C = 0 entao é imediato
que

/B o F@16@)] —60) e — 0,

(. €
caso contrario, para cada € > 0 dado tomemos a = ok Logo,

[ 5@ 0] - 60)) dr < e, para todo e >0
B(0,a)
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Portanto

/B o, 0] 00 dr — o

Analisemos agora a segunda integral

/ fix)dze = | f;(z) dz — / fi(z) dx.
B(0,a) R™ B(0,a)¢

Por hipétese, temos que

lim fi(z) dz = lim fi(x) de — lim filx)de =1-0=1.
770 J B(0,a) J00 JRn I J B(0,a)¢
Portanto
/ fi(x) dv — 1.
B(0,a)

Por fim, analisemos a terceira integral

j(@)|o(x)| doe < Lo i(x) dx.
L, B@@Id <ol [

B(0,a)°

Se ||¢]| ;. = 0 entao é direto que
/ fi(x)|o(z)| dv — 0,
B(0,a)°
caso contrario, para cada € > 0 dado, note que existe jo € N tal que
/ fi(x) de < L, para todo j > jo.
B(0.0)c 101l Lo

Logo,
| sl ds—o.
B(0,a)°

Portanto concluimos que

Jj—00 Jj—00

lm <Ty,6> = lim [ / . L@ ~60) do
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A seguir apresentaremos um resultado necessario para definirmos a con-
volucao de duas distribuicoes, além disso veremos quais propriedades serao
mantidas com nossa nova definicao.

Definigao 1.22. Seja h € R”, defina T}, : CX(R™) — C°(R™) o operador
translagdo. Isto €, dada ¢ € C°(R")

Tho(z) = ¢(x — h), para todo x € R".

Proposicao 1.10. Sejam u € Z'(R") e ¢ € CP(R") ou u € &'(R") e
¢ € C*(R") entao para cada h € R™ temos que

Thlu * @)(z) = ux [Thé|(x), para todo x € R™.

Demonstracdo. Sejam h,a € R", entao

Thlux ¢)(a) = ux*@la—h) =<u,pe_n(z) >
= <u,¢la—h—1x)>=<u,¢(a—x—h)>
= <u,Tppla —x) >=<u, [Thd],(z) >

= ux[Th¢|(a).
Como h, a sao arbitrarios, o resultado segue. [

Teorema 1.15. Seja U : CX(R") — C*(R"™) um operador linear continuo
que comuta com Ty, para todo h € R"™. Entao existe um inico u € Z'(R")
tal que Up = u * ¢, para toda ¢ € C(R™).

Demonstracao. Defina o funcional u : C2°(R") — C dado por
<u,¢>= Up(0), para toda ¢ € C°(R™).

Note que a linearidade e a continuidade do funcional u é garantida pela
linearidade e continuidade dos operadores U e~ . Além disso, por hipdtese
UT), = T,U, para todo h € R™. Fixe h € R™ arbitrario e tome ¢ € C°(R"),
note que

(T46) (2) = 46 (~2) = 6(~z — (~h)
o(h —x) = dp(x).
Logo,

Ugp(h) = T_n[U¢](0) = U[T_x9)(0)

<u, (Tfh(b)(x) >
= <u,dp > = (ux9)(h).
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Como h é arbitrario entao U¢ = u*¢. Suponha agora que exista um funcional
v e Z'(R™) tal que Up = v * ¢, para toda ¢ € C°(R"), logo

(ux@)(h) = (v*¢)(h), para todo h € R" e para toda ¢ € C°(R").
Seja ¢ € C°(R") e para cada h € R" defina ¢=1);,. Note que ¢ € C°(R") e
que ¢, = 1. Assim

<u, > = <ufp>=uxo
= vk =<0, >=<0,10>.
Logo u = v em distribuicao. [

Definigao 1.23. Sejam uj,uy € Z'(R™) tais que pelo menos um deles te-
nha suporte compacto, digamos us. Definimos v = uy * us como a uUnica
distribuicao tal que uy * (uz * @) = v x ¢, para toda ¢ € C(R™).
Antes de mostrarmos que v estd bem definida, lembremos de maneira
didatica que
(i) ue Z'(R") e p € CX(R") = ux ¢ € C°(R™).
(i) ue &'R") e p € C°R") = ux¢p € C°(R").
(iii) u e &(R") e p € CP(R") = ux¢p € CX(R").
(iv) u € Z'(R") e ¢ € C*°(R") = u * ¢ nao estd bem definido.
Assim, se up € &'(R™) entdo up * ¢ ¢ uma fungdo que pertence a C2°(R™),
logo uy * (ug * ¢) é uma funcdo que pertence a C*°(R") e estd bem definida.
Além disso, observe que o operador U dado por U¢p = uy * (ug * ¢) é um

operador continuo que comuta com T}, para todo h € R™. De fato, pela
Proposicao 1.10 temos que

UlThg] = uy* [ug* (Tho)]
= uy * [Th(ug % ¢)]
= Thlug * (ug % @)
= T,[Ug).

Logo, pelo Teorema 1.15 v existe e é tnico.

Antes de darmos continuidade com exemplos e teoremas lembremos a
seguinte igualdade desenvolvida na demonstracao do Teorema 1.14

<u,¢ >= (ux9)(0),
sempre que u € Z'(R") e ¢ € C°(R") ou quando u € &' (R") e ¢ € C*(R").
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Exemplo 1.32. Sejau € Z'(R") e § € &'(R") a distribui¢ao Delta de Dirac.
Para cada ¢ € C2°(R") temos que

<uxd,0> = (uxd)*d(0)=ux*(dxp)(0)
= uxp0)=<u,é>.

<Sxu,p> = (Sxu)*d0) = 0% (uxd)0)
= uxg0)=<u,¢é>.

Portanto, ¢ * u = u em distribuicao.

Teorema 1.16. Sejam uy € &'(R™) e us € Z'(R"™), entdo
(i) uy * us = ug * uy.
(i) supp(u1 * ug) C supp(u1) + supp(uz).

Demonstragao. (1) Sejam ¢,9 € C°(R™), suponha por enquanto que a
identidade abaixo seja verdadeira

(ug * ug) * (p*x 1) = (ug *xuy) * (¢ x ). (1.6)

Para cada ¢ > 0 tome ¥ = ¢, assim como no Teorema 1.2. Note que
¢ * ¢. —> ¢ uniformemente quando ¢ — 0. Aplicando o limite na
Identidade 1.6 temos que

[(uq * ug) * @|(z) = [(uz * u1) * ¢](x), para todo x € R".
Em particular para x = 0 temos que
[(u1  up) @] (0) = [(uz * u1) * ¢J(0),
isto é,
< Uy ¥ Uy, g > = < up *uy, ¢ >, para toda ¢ € C°(R™).

Para cada ¢ € C®(R") defina ¢ = ¢. Note que ¢ € C=(R") e que
¢ = ¢, logo

<U1*UQ,¢> = <U1*U2,¢>

<U2*U1,§b>
= <U2*U1,¢>.

63



Por fim, concluimos que uy * us = ug * u; em distribuicao.
Mostremos agora que a Identidade 1.6 é verdadeira. Sejam ¢, €
C°(R™), entao

(ur xup) % (@) = ugx[ug* (¢ 1)
= wuy * [(uz x @) x9] (pelo Teorema 1.13)
= wuy * [ (ug x @)] (pois é uma convolugao de fungoes)
= (u; *) x (ug x ) (pelo Teorema 1.13).

De maneira analoga

(ug *uq) % (Y *x @) = ug*[ug * (Y *P)] = ug * [(ug x ) * @]
U2*[¢*(U1*¢)]:(U2*¢)*(U1*¢)-

Além disso, note que

(ug *up) * (V% @) = (ug *uq) * (¢ x ).

Portanto

(ug * ug) * (p*x 1) = (ug *uq) * (¢ x ).

Considere ¢, como anteriormente, aplicando o Teorema 1.12 temos que

supp|(u1 * uz) * ¢:] = suppluy * (ug * ¢.)]
C supp(uy) + supp(uz * ;)
C supp(uy) + supp(uz) + supp(¢e).

Pelo Teorema 1.14 temos que (uj * ug) * ¢ — up * ug. Além disso,
como supp(¢.) C B(0, €) entao supp(¢p.) — 0 quando ¢ — 0. Assim,

supp(u; * uz) C supp(uq) + supp(us).

Sejam uy, uy € Z'(R™) tais que pelo menos uma distribui¢ao pertenga a
&'(R™). Vimos que v = uj * uy é uma distribuicao que pertence a 2'(R"),
o que nos leva a pensar que a definicao de convolucao de distribuicoes pode
ser reaplicada, a fim de criarmos a convolucao de trés ou mais distribuicoes.
A seguir veremos a definicao da convolucao de trés distribuicoes e quais sao
as condigoes necessarias para que a mesma esteja bem definida.
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Definigao 1.24. Sejam uy, uz, us € Z'(R™) tais que pelo menos duas distri-
buigoes pertencam a &' (R™). Entao podemos definir v = [ug * ug * ug] como
a unica distribuicao tal que

vk =y * [(ug * ug) * @] = ug * [ug * (ug x @),
para toda ¢ € CP(R™).

Mostremos entao a necessidade de duas das trés distribuicoes pertencerem
a &'(R™). Para isso considere os dois possiveis cendrios:

(i) ug € Z'(R").
Entao us x ¢ € C°(R"), o que implica que ug, u; € &'(R™) para que a
convolucao esteja bem definida.

(i) ug € &' (R™).
Entao uz * ¢ € C°(R™), assim podemos assumir us € Z'(R"), porém é
necessario que u; € &'(R™) para que a convolugao esteja bem definida.

Proposicao 1.11. Sejam uy,us € Z'(R"™) tais que pelo menos uma distri-
buicdao pertenca a &' (R™), entdo

D%(uy * ug) = (D%uy) * ug = uyg * (D%uy).

Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que para cada u € Z'(R") e ¢ €
C>®(R™) temos que

(D*u) ¢ = wx(D*9) = ux[D*(5+ )]
= ux[(D*0) * ¢] = [ux (D) * ¢
[(D%6) % u] * ¢

Logo D%u = (D*d)*u. Utilizando as propriedades associativas e comutativas
vistas anteriormente temos que

[D¥(uy xug)] * ¢ = [(DY) * (ug *xug)| % ¢
= [((D*0) *w)) % us) % ¢ = [(Duy) * up] % ¢
= [(ug % (DY0)) * ug| * ¢
=[x ((D8) * uz)] % ¢ = [ug * (D%up)] * ¢.

Pelas igualdades (1) e (2) o resultado segue. n

65



Capitulo 2

Transformada de Fourier

Introducao histdrica: Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e
fisico francés que viveu entre os séculos XV III e XI1X. Dedicou sua carreira
aos estudos de decomposicao de fungoes periddicas em séries trigonométricas
convergentes, chamadas Séries de Fourier, e sua aplicacao aos problemas de
condugao do calor. Seu grande interesse em estudar como o calor fluia para
dentro e em torno de materiais levou-o a desenvolver a Transformada de
Fourier, publicada em seu livro A Teoria Analitica do Calor, de 1822.

Na época, nao era possivel notar a importante contribuicao que estava
dando, nao apenas a matematica e a fisica, mas também a engenharia, tec-
nologia e a ciéncia como um todo. A Transformada de Fourier foi aplicada
nos estudos de musica, permitindo a criacao dos fones de ouvido com can-
celamento de ruido, e aplicada em problemas espaciais, sendo usada para
construir imagens digitais de forma mais eficiente do que a fazé-lo de pixel
a pixel. Fourier também ¢é geralmente creditado pela descoberta do efeito
estufa.

Definigao 2.1. Seja f : R" — C pertencente a L'(R"™), ou seja

/Rn 1F(2)|dz < oo.

Definimos a Transformada de Fourier da funcdo f como f :R" — C, dada
por

for = [ e dn

no qual atribuimos as sequintes notagoes:

(i) ©.& = 2161 + 2280 + . + Ty

(ii) Considere A\ = 2.£ € R, assim e~ = e = cos A + isen \.
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Note que f estd bem definida. De fato, como |¢**| = 1, para todo \ € R,
temos

I =

/ ) e f(2)dw

< / |7 f ()] do
Rn

= e || f ()] dw
RTL

< |f(z)|dx < oo , desde que f € L'(R™).
R’ﬂ

Da estimativa anterior observe também que f € L>®(R™), visto que

1Al < (1 flln < oo, (2.1)

Proposicao 2.1. A Transformada de Fourier é uma operacdo linear e f :
R"™ +— C € uma fung¢ao continua.

Demonstragdo. Sejam f,g € L'(R"), pela linearidade da integracao, temos
que

—

FroN© = [ =) + gl
= /n e f(x) + e_i“”'gg(as)das
= [ @ [ el

A~

= f(&)+ g(&), para todo £ € R™.

Portanto (m) —f+7
Além disso, seja f € L'(R™) e a € C, entéo

@h© = [ et

= a/ e f(x)dx
= af(§), para todo £ € R™.

— o~

Portanto (af) = af.
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Mostremos a continuidade por convergéncia de sequéncias. Seja (& )k
uma sequéncia qualquer tal que () — &. Demonstraremos a seguir que,
dado ¢ > 0, existe ky € N tal que |f(&) — f(&)| < €, para todo k > k.
Defina fi,(z) = |(e” @ — e~%0) f(z)|. Note que f; é integravel, pois

/fk(x)dx <2 / |f(2)|dz < oo,

ou ainda, ||fxllzr < 2||f||z1, o que implica que f, € L'(R") para todo k €
N. Como f € L'Y(R") entao f(z) estd definida q.t.p., além disso, como
g(&)=e~¢ ¢ continua entdo fr — 0 q.t.p. Assim, temos

F(&) = f&)| =

/ ek f (1) dx —/ e~ f(2)dx
/ (e—i:c.fk . e—ix.fo)f(x)dx
< [ s - e do

= fr(z)de.
R"

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

fr(x)dx — 0,
Rn

| aita)

Portanto |f(&) — f(&)| < e para k > k.

isto é, existe k > kg tal que

dr < e.

Lema 2.1. (Riemann - Lebesgue) Seja f € L'(R™), entao

lim |f(¢)] = 0.

|€]—+o0
Demonstracao. Dividiremos a demonstragao em dois casos:

Caso 1) f € C*(R™).

Note que of € C°(R™), pois supp (ﬁ) C supp(f). Além disso, sabemos
81']' al’j
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0
que a—f € L'(R") para todo j = 1,...,n. Como supp(f) é um conjunto
Lj

compacto, entao supp(f) C Q = [—ng, ng]™. Assim,

& = / e ()
= / ne—imff(x)dx
= [ ([ )
S A A (T P

no . no ‘
= / e, (/ e_”jfjf(x)dxj> dxy, . ..drjdrj_q ... dxy.
—ng —ng

J . . , . i
Note que a—e‘”ﬂ"fﬂ‘ = e it (—i&;), entdao e” it = —

_ 7 Ty, §J AS-
Z fj al']

sim

" —1z;.€; i "o a —w
/ e~ f(x)dr; = — 7% f(z)dz,

—ng gj —ng az]

— : " —ix;.&; af i —ix;.&j Z;j=no
= — e Y ——(x)dx; — —e " f() [ =0,
§j/ 5%( ) & @)

—no J
i mo of
- —ix;.&;
6] [noe 8333( )d‘T]

Acima utilizamos que —e ™% f(z) = 0 ao aplicarmos em z € R™ com

J
xj = £ng pois todo x com z; = £ny nao pertence no suporte da f. Substi-
tuindo agora na identidade anterior temos que

A 11 .0
fo=i¢ [ gl

o que implica que

¢ e~ Lk
7@l < |§J|/n| |

|2

oL o) o

— 0 quando [§;| — +o0.

8x] L1 |£]|
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Aqui, observe que se || — oo entdo existe j € {1,...,n} tal que |§;| — o0,
assim escolhemos um j como acima. Além disso, observe também que a
convergencia | f(§)] — 0 é valida pois para todo € > 0 dado podemos exibir

of

dz;

1

v lel

=

Caso 2) f € L'(R™).

Como C>®(R™) ¢ denso em L'(R™), entdo fixada f qualquer pertencente a
L'(R™) e dado € > 0, existe g € C>°(R") tal que ||g — f||z: < g Assim

fer = [ el - godn+ [ e otw) do.
o que implica que

O < 11F = gllpi@n + 13(6)], para toda g € C(R™).

Além disso podemos aplicar a fungao g no primeiro caso e afirmar que |§(§)| <

%, o que implica que ]f(f)| <e.

Finalmente, concluimos que f (§) — 0, quando |{|] — oo, para toda
fe L' (R). "

Observagao 2.1. No primeiro caso poderiamos ter usado uma derivada ar-
bitraria, ou seja 9% f, com a multi-indice. Tal generalizacao pode ser feita
pelo processo de indugao. A demonstragdo anterior considera |o| = 1 mas
para |a| = k € N terfamos

~ 1
SO < N0l =
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2.1 Espaco de Schwartz

Motivagao: A seguir veremos um exemplo de uma fungao f € L'(R) tal
que f ¢ L'(R). Logo, nao podemos definir a Transformada de Fourier como
um operador em L'(R"). Nosso questionamento entdo sera: existe algum
subconjunto de L!'(R") tal que esse operador possa estar bem definido? Ou

ainda, um conjunto em que a Transformada de Fourier seja uma operacao
fechada?

Exemplo 2.1. Considere f(z) = X5 (x). Note que f € L*(R). De fato,

/|f($)|dl‘=/lX(a,b)(x)ldx:/abdx:b—a<oo.

Por outro lado,

= é[cos(—fb) + isen (—&b) — cos(—&a) — isen (—&a)]
R P o Uik LAWY S LR
+ f({cos <(€b2€a>))sen <(§b fﬁa)%}

2 2

= g{e (55) ploe (F555) o (F515)
§ 2 2 2

- fo (S5 e () o (5]

= —sen | ——— cos [ ——~ isen | ———
3 2 2 2
2 &b+ &a —tbita;

L () (g

= Lo (S5) (75

. sen (?g(a—b)) —tb+ea

- —£
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Assim

=£(q —
fol = |l
2
_ | sen (F(a—1b)) o
S (a—10)
_ SenN(g) a—b)
no qual g = _Tg(a —b), o que implica
Jviena =1 [ 1258 ag

Defina agora I, = {{ / |[km + 5 — &| < e}, para um ¢ fixo. Observe

que existe um M > 0 tal que M < sen& < 1, para todo & € I;.. Assim
sen &

€] > E, para todo & € Ij .. Por fim, note que
| sen z| - sen z
dz > Z dz
R 7 =1 e

v

> M
> g

0 kn+5+e 1
- M e
; kr+35—e |€|

> 2¢e
> M -
- ;kﬂ'—i-%—'—é

Mostremos agora que o somatorio acima diverge. Defina

1 2e
ap, = —eb, = ———.
n nmw+ 5 +¢€
Observe que
1 s s €
n = nmt+5+e  MTH -+ =
lim "= =i =
e TR en € €



T . . [e'e) ] : oo

OoPelo Critério do Limite ou ) -, a, e ozo:kZI b, divergem ou zgokzl a, e
> iey by, convergem. Como sabemos que )/~ | a, diverge, entao Y/ _, b, di-
verge.

Portanto f(€) ndo pertence a L'(R).

Definicao 2.2. Seja Q € R"™, o espago de Schwartz, denotado por S(Q2), €
definido como

S(9) = {6 € C™(2) /sup|a0° 9(z)]| < oc}.

para quaisquer o, 3 € 71} .

Observagao 2.2. Seja ¢ € S(Q), entao pela definicao deste espaco 9°¢ e
x%p € S(2) para todo e a multi-indices.

A seguir, definiremos a convergéncia em S(€2).

Definigao 2.3. Seja {¢;}; C S(Q2) uma sequéncia de fungoes de S(2), entdo
dizemos que ¢; — 0 em S(Q) se 2°0%¢;(x) — 0 uniformemente em €,
para todo o, B € Z7} .

Observagao 2.3. Seja {¢;}; C C°(€2). Observe que se ¢p; — 0 em C°(Q2)
entdo ¢; — 0 em S(92).

De fato, se ¢; — 0 em C°(£2), entao existe um conjunto compacto
K C Q tal que supp(¢;) C K para todo j € N e tal que 9°¢; — 0
uniformemente em K para todo § multi-indice. Como z¢ é limitado em K
entao 2°9°¢; — 0 uniformemente em K. Além disso, como 279 ¢;(x) =0
para todo z € Q — K entdo 2°9°¢; — 0 uniformemente em 2. Por fim,
concluimos que ¢; — 0 em S(Q2).

Definicao 2.4. Definimos o conjunto das funcgoes de decaimento rdpido como

CO(R"):{¢:R"+—>C, lim W):o}.

[zl —+o0

Observagao 2.4. Note que S(R") C Cyp(R"). De fato, se ¢ € S(R"™), entao
para cada « e 8 multi-indices, existe C,, 5 tal que |2°0%¢;(z)| < C, 3. Em
particular para a = e; e 3 o vetor nulo temos que

6(2)z;] < ¢ = |p(z)| < ﬁ

Note que ||z|] — +o00 equivale a |z;| — oo para algum j € {1,2,...,n}.
Portanto, pelo Teorema do Confronto, concluimos que |¢(x)| — 0.
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Proposigao 2.2. Seja Q@ C R", entio C(Q) C S() C LP(Q), com 1 <
p < o0.

Demonstracao. Seja ¢ € C°(Q2), entdo

sup [z°0°¢(z)| = sup |20 ¢(x)| < oo,
€N zesupp(¢)

pois 9°¢ € C=(Q) e supp (0°¢) C supp (¢), para todo 3. Além disso, como
x® é continua entao x20°¢ € C=(Q) e supp (x9%¢) C supp (¢).

Seja ¢ € S(€), para mostrarmos que S(§2) C LP(2) considere os dois
seguintes casos:

(i) 1<p<oo.

o n
Defina m o primeiro natural tal que m > o note que
P

R [(1+ |2 2)™|p(2)|]P

/Q|¢($)| d /Q G+apye
< [sup{(1+|1'| )" o(x) ] 1+|$|) o
< {sup{(Hlxl )" |o(z } +!w|> dx

(@ ®

(a) Note que sup{(1 + |z|*)™|#(z)|} < oo pela definicio de S(£2). De
xeQ)
fato,

m

(e lafyr = 3 (7)ol - zcm@;x).

1=0

Como temos uma soma finita entao o supremo da soma pode ser
aplicado como a soma do supremo, que por sua vez é finita pela

defini¢ao de S(2).
(b) Seja r > 1, note que

| i de= | ot [ L4
—_— — dx = _— — dx -
re (14 [a]?)mP Blog] (1+ |2[2)™P Bloge (1+ [2]?)™

Mostremos que cada integral é finita:

1 1
———————— dr <m(B[0,r]) sup ————— < 00,
/B[or (1 + [[2)mP zeBos) (14 [z[?)™P
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pois a Medida de Lebesgue de um conjunto compacto e o supremo
de uma funcao continua em um conjunto compacto sao ambos fi-
nitos. Utilizaremos agora a integracao em coordenadas polares, no
qual S" ! = {z € R" |z| = 1}. Pelo Teorema 2.52, demonstrado
em [3], podemos reescrever tal integral como

1 o 1
- dx = — " ldpd
/B[O,r]c (1 + [z|2)me ! /sn—l/r (1 +P2)mpp P
(e.) 1
_ n—1 n—1
- e >/r (VoG

Como S"! é um conjunto compacto entao m(S"!) < co e como

1
< —, logo
P

1+ p? > p? entao !
14 p?

/ L4 & C/OO LA
Bloge (1+ |zf?)m? . ()

— C/ pn—1—2mp dp< 0,

pois temos agora uma integravel impropria, cujo expoente de p é
menor que —1. De fato, pela definicao de m temos que

m>2£<:>n—2mp<0<:>n—1—2mp<—1
D

Do anterior, concluimos que

([ 1ot dx);’ < o0

e portanto ¢ € LP(R™).

(i) p = 0.
Como ¢ € S(R™) entao

[l L = sup [¢(z)] < oo,
reR”™

basta aplicarmos a definigao do espago de Schwartz para o = 5 = 0.
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Exemplo 2.2. Seja f : R* — R dada por f(z) = e 1*I". Note que f ¢
C°(R™), pois supp f = R™. Por outro lado f € S(R™). De fato, inicialmente
considere 5 = e;, assim

0
el = 8_561(67(x%+x§+--~+x%)) — —2xye” 17,
Para = (1,1,0,...,0) temos que
a 2 2 2 a 2
65 —|z|? —(zit+25+...+23) = — (-9 —|z]
c 8$18$2 c ) 8$1< 26 )

= (=225)(=221)e 1" = 4z 00177,

De maneira geral, concluimos que 9%¢=*" = e 1’ ps(z), no qual pg(x)
corresponde a um polinémio de x de ordem menor ou igual a |B|. Logo
ze el = x"‘pﬁ(:c)e_mz. Consideremos agora os dois seguintes casos:

a) Para |z| > 1 o termo exponencial tem crescimento mais rapido que o
polinémio, assim
zps() _
el otoo  eldl T
e portanto
sup  2%pg(az)e !’ < oo.
zeB[0,1]¢
b) Agora, quando |z| < 1 estamos calculando o supremo de uma fungao
continua, pois a:o‘pg(x)e_|”"|2 é o produto de fungoes continuas, no com-
pacto B[0,1] C R", logo

sup :Eo‘pﬁ(x)e_“”|2 < 00.

z€B[0,1]

Portanto, sup xapg(x)e’lmlz <ooe feSR).

zeR"

A seguir, além de mostrarmos operagoes e manipulagoes que podem ser
feitas com a Transformacgao de Fourier, veremos que o operador-transformac¢ao
esta bem definido no espago de Schwartz e é continuo. Por fim, veremos que
este operador ¢é inversivel e sua inversa também ¢é continua.

Teorema 2.1. Dados quaisquer multi-indices a e B, e ¢ € S(R™), valem as
sequintes iqualdades:

Deg(€) = €°6(¢), (22
#o(§) = (~)P1D(e). (23)

Além disso, o operador F : S(R™) — S(R™) dado por F(f)(&)
bem definido e € continuo.

f(&) estd
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Demonstracao. Verifiquemos a primeira igualdade. Para isso, note que pelas
Observagoes 2.2 e 2.4, dada uma ¢ € S(R") qualquer entao 9%¢ € S(R™) e
possui decaimento rapido, para qualquer multi-indice o. Logo, ao tomarmos
B = e; e integrarmos por partes em relacao a variavel x; obtemos

/ ) e 40, 0(x) de = /R /R /]R e_ix'gaqub(m)d.%j} dx,...dw,
= // _ lim e —w g (x)| M, (zgj)/ —wlg(x) dx]} dx,...dz,,
_ / /_(zgj)/ e )d:cj] dey...dz,

_ @gj/ /U e (z) dxj] dz;...dz,

= () [ o) da

Logo,
| a0 o =) [ oot do

Ou seja, - R
02 (€) = (1) (€), para todo a com |af = 1.

Mostremos por inducao que tal igualdade é valida para qualquer o. Suponha
que seja valido para qualquer 3 com |3| = m e seja a tal que |a| = m + 1,
logo o = 8 + ¢, para algum /S tal que |3| = m e algum 1 < j < n. Entao

0*(€) = 071 (€) = 97197 ¢](€) = 9”10:,0)(€).

O que implica que

DH(E) = P0,,(¢)

= (1"6")0,0(¢)
= ("E(i£)0(¢)
= (i*1€")().
Portanto @(f) = (il°l¢2)p(¢). Dividindo por i® concluimos que Ea\qs(g) =

£9(8)-

Para demonstrarmos a segunda igualdade utilizamos novamente a Ob-
servacao 2.2, ou seja, se ¢ € S(R") entao 2°¢ € S(R") para todo 3 multi-
indice. Pela demonstracao da Proposicdo 2.2, temos que sup {(1 + |2|*)™¢(z)} < oo,

reR”™

77



logo existe um C, 5 > 0 tal que |27(|z]® + 1)""o(x)| < C, 5, 0 que implica
que

(et 4 1) Cus n
(|LL”2 i 1)n+1 ¢(x) < W, para todo z € R".

Defina @ = x + ¢;t, para t € R. Aplicando a definicao da derivada direcional
em ¢ na dire¢ao de e; e o Teorema da Convergéncia Dominada temos que

Jon €7 500(x) dx — [y e ¢(x) da

Or,0(6) = lim ;
—iF& i
= lim (e ¢ )gb(x) dx
t=0 Jpn t

_ / e (i) g(a) do
- (_¢)€j|/n e 1% p(z) da.

Operando novamente de maneira indutiva podemos concluir que

0°3(6) = () [ et o(o) do.

Q

Ao dividirmos por (—i)®l encontramos
DP6(€) = (~1)a%o(¢).

Portanto 286(€) = (—1)#DB(€).
Seguindo a demonstragao do Teorema, observe que JF é linear e que, pelas
igualdades anteriores, encontramos

£ DYG(€) = €(=1)"2P9(€) = (~1)D*(279)(&).
O que implica que
€ DGO < [ e D (e o(x))|dx = Cap,
R
no qual C, 5 é uma constante, visto que D*(2°¢) € S(R™). Portanto F(S(R")) €
S(R™), de modo que F estd bem definido. Para mostrarmos agora que F é

continuo, tome {¢,}; C S(R™) uma sequéncia que converge a zero em S(R").
Logo, para quaisquer « e [ multi-indices temos que
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D) < [ 1D (w)lds

/ (lzf* + )" D (2" ¢;(x))
dz
" (> + 1)+t
o 2 n+1 Nno B
= 1) DY(
sup (2 + 1) D 0)| [
= sup Z Cy, 2"D"¢;(x) / ﬁ dx .
w2 o P
v<a g | (b)
(a)
(a) Observe que este somatorio é finito, logo
sup Z C,, 2"D"¢;(x)| = Z C, sup [27D"¢;(x)| < o0
z€R™ y<B+2(n+1) Y<B+2(n+1) rer

v<a v<a
pois ¢; € S(R™).
(b) Tal integral é finita pela demonstra¢ao da Proposigao 2.2. Aqui toma-

. .~ n (.
mos mp = n + 1. Note que m satisfaz a condigao m > 2 necessaria
D

da demonstracao.

Pela defini¢do de convergéncia em S(R"), temos que 27 D"¢;(z) — 0,

logo jfaDﬁ@(fﬂ — 0, ou ainda, F(¢r) — 0, finalizando assim nossa
demonstracao. n

2
Exemplo 2.3. Seja ¢ : R — R dada por ¢(z) = e =55 Observe que a funcao
¢ definida acima é solucao do seguinte PVI:

{ ¢'(x) + zp(x) = 0;
p(0) = 1.

Aplicando a transformada de Fourier na equacao acima, constatamos que

P(@) + Tp(x) =0 = i€Q(E) + DB(x) = 0 = i€h — ~7/(x) =0
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c

2
Dividindo a expressao por i e resolvendo a EDO temos que (&) = e~Fec e

c

2
que p(0) = e, ou ainda, p(&§) = 6_%{5(0). Defina por praticidade ¢ = e°.
Por outro lado,

(NI

5:5(0):46—”5 dz = (27)}.

~ 2
Logo, ¢(§) = (27r)%e_%. Generalizemos tal resultado para nossa ¢ definida
em R™. Observe que, pela definicao da Transformada de Fourier,

o) = [ et a

j=1
= H [/ e idie é dx]}
j=1 R
noT 5

Il
[
|
wls
—~
A
~—

l€|2

Portanto, (E(ﬁ) = (2m)%e 2.

Teorema 2.2. Seja F : S(R") — S(R"), onde F(4)(¢) = ¢(&) com & € R™.

Entao F é continuamente inversivel e
o(r) = (27?)_”/ei$‘§$(§)d§, para toda ¢ € S(R").

||

Demonstracao. Consideremos ¢ € S(R™) e a fungao ¢(x) = e 2. Pelo
o~ n 2
Exemplo 2.3 sabemos que ¢(§) = (27‘()56_%. Agora, dado € > 0, defina

Y.(x) = (ex). Para calcularmos v.(§) considere a seguinte mudanca de
variavel: ex = y. Dessa forma, temos que

WO = [ do= [t dy




Ou seja, @/D;(é) = e7"(2m) 2 <§) Com isto podemos inverter a ordem de

integracao nas integrais abaixo para escrever

[v@ersiteie = [vuigem< ag ( / eiy%(y)dy)
_ /¢ /w )e W€ gt dy

- / o) Pe(y — 2)dy

Yy
Fazendo a mudanga z = , VEmos que

/we mg(; §) d¢ = (2m) g/qb T +ez)Y

Justifiquemos agora o uso posterior do Teorema da Convergéncia Dominada,

para isso defina f.(z) = ¥(z)¢(x + €z). Note que
l_i_r% fe(z2) =¢¥(2)¢(x) , para todo z € R™.

Além disso, como ¢ € S(R™) C L°(R") entao existe M > 0 tal que [|@||; <

M. Assim,

F-(2)] = [1(2)d(x + e2)| < 6]l oo [0(2)] < Me™5

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

l%2ﬂ§/¢x+5z = ’5/¢
— (2n)f) / b(2)dz
— 2n)olx).

o

e L'(9).

Por outro lado,

lim . (&) = 1.

e—0

Assim, concluimos que

o(z) = (2m)" / rEG(E)de.

uma vez que [¢(z)dz = (27)%. A continuidade de F~! é andloga a de F.
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Teorema 2.3. Sejam ¢, ¢ € S(R"). Entdo

o [ @) di= [ doela) de

Demonstracao.  a) Basta trocarmos a ordem de integracao:

[ eseds = [ ([ st s
= [ ([ eoeie) plons

— [ o)) do

b) Seja f € S(R™) e tome @ = f, note que ¢ = F1(f), assim para cada
¢ € R" temos que

)l

©) = / e () = / S F (@) (2.4)
= @2m)"F ()& = (2m)"»(&). (2.5)

~
—~

Pela férmula acima temos que f(€) = (2m)"3(€) = (2m)"f(€). Pela
igualdade anterior e pelo item a)

e [ e@idw s = [ Fwaw o= [ Fojota) do

Portanto



c¢) Note que

Frnte) = [ e = [ ([ ol i) do

_ / ) ( / (e - y)dx) dy

= [ vt ([ eetpto - i) dy
= [t ([ o) - e

—

Como ¢ era arbitrario, concluimos que ¢ * ¥ = pu.

d) Pela equagao 2.4, temos que

2n)ele) = [ e Splnte = [ eI de = Fia),
n Rn

Por questao de notagao, defina y = —z, entao é(y) = (2m)"p(—y) =

(2m)"¢(y). Como x era arbitrario (e consequentemente y também),

concluimos que ¢ = (271)"¢.

e) Observamos que, pela férmula de inversao basta mostrarmos que pi) =
—_—

(2m) " * ¥, 0 que é evidente em razio de c)ed).

f) Por fim, considere a seguinte mudanga de varidvel z = —z

-0

© = [ et dr
= /ne”'%(—x) dx
_ / () ds

~

= ¢(—€) = H(¢).
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2.2 Transformada de Fourier em S5’'(12).

Definigao 2.5 (Distribuigao temperada). Dizemos que u : S(2) — C € uma
distribui¢ao temperada se u € um funcional linear e continuo em S(S2), isto
é

(i) Sejam ¢1,00 € S(Q) e X € C entao < u, 1 + A ¢p3 > = < u, ¢y >
+A < u,pg >.

(it) Seja {¢;}; C S(Q) tal que ¢p; — 0 em S(R2), entdo < u,p; >— 0
em C.

Denotamos por S'(€) o conjunto das distribuicoes temperadas.

Observagao 2.5. Como vimos na Proposigao 2.2 C*(Q) C S(Q), logo
S'(Q2) € 2'(Q). De fato, seja u € S'(€2), entdo u é um funcional linear e
continuo em S(£2), em particular ao restringirmos em C2°(£2)

Ulpee 1 CZ(Q) = C

¢ linear e continuo em C2°(€2), pois a convergéncia em C°(2) implica na
convergéncia em S(€2), como visto na Observagao 2.2 e portanto pertence a

7'(Q).

Proposicao 2.3. Seja f € S(Q) e defina Ty : S(Q) — C o funcional dado
por

<Ty, ¢ >= / f(z)p(x) dx, para toda ¢ € S(2).
Q
Entao Ty € S'(Q2).

Demonstragao. Antes de mostrarmos que 7 é uma distribui¢ao temperada
note primeiramente que toda fungao que pertence a S(2) é limitada, bem
como suas derivadas de qualquer ordem. De fato, seja ¢ € S(2) entao
sup|z®0° ¢(x)| < oo para todo a e B multi-indices. Em particular para
z€eQ

o = =0 temos que sup| ¢(x)| < co. Note agora que Ty estd bem definida,
z€Q
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pois

|<Tf,¢>| =

/ﬂ f(@)¢() de
< / (@) |6(@)] da
suplo(a)] [ 1)l da

16l / f(2)] da
S M’

IN

IN

visto que ¢, f € S(2) entdao pela Proposigao 2.2 ¢ € L=(2) e f € L(Q).

A linearidade de Tt é provada diretamente pela linearidade da integral.
Para mostrarmos a continuidade suponha {¢;};, C S(2) tal que ¢; — 0
em S(2) e defina ¢;(x)=f(x).¢;(z), para todo x € 2. Como as deriva-
das de f sao limitadas, aplicando a Regra de Leibniz de maneira analoga a
demonstracao do Teorema 1.11 obtemos

2207 i(w)] = |2 0" (f.0;)(w)]

< [2 D Coasld ()]

[vI<18]

< Z C.p|2°97;(x)] —> 0 uniformemente,
lyI<I8l

pois é uma soma finita. Logo, pelo Teorema do Confronto 1; — 0 em S(€2).
Por fim, como v; converge (pontualmente) a zero e é limitada, pois

95 (x)] < sup |6 ()| f ()] = M| f ()] = g(x),

entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

/ Y;(z)de — 0,
Q

demonstrando assim a continuidade. m

Observagao 2.6. Pela proposigao anterior, podemos concluir (passando pela
associacao de Ty) que S(€2) C S'(€2).

Teorema 2.4. Seja u um funcional linear em S(2). As duas condi¢oes sio
equivalentes
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(i) u € continuo.
(11) Ezistem constantes C' >0 e m € N tais que

| <u,¢p>|<C Z sup (1 + |z[*)™0%¢(x)|, para toda ¢ € S(R).(2.6)

la]<m e
Demonstragao. Suponha que a estimativa 2.6 seja verdadeira e seja {¢;}; €
S(€) sequéncia tal que ¢; — 0 em S(€2). Pela demonstracao da Proposicao
2.2 vimos que sup |(1 + |z[*)™0%¢;(x)| < oo, para todo j € N. Logo,

e

Y sup (14 |2)" 0%, (2)] < oo,

laf<m €

para todo j € N, visto que é um somatério finito. Como ¢; — 0 em S(12)
entao |(1 + |z[*)™0%p;(x)| — 0, o que implica

S supl(1+ )"0 ;)] — 0
la|<m z€ef)

e portanto | < u,¢; > | — 0 em C, demonstrando assim a continuidade de
u.

Suponha agora que a estimativa 2.6 seja falsa quaisquer constantes C' > 0
e m € N. Em outras palavras para cada C, m existe ¢ € S(£2) tal que

| <u,¢>|>C ) Sup (1 + [2)™0%¢(z)|.
lo|<m *

Queremos mostrar que u nao é um funcional continuo em S(f2), para isso
tome C' = m = n, entdo existe uma funcao ¢, € S(2) tal que

ro=| <u, gy > | >n) sup |(1+ [2?)" 0%, ().
la|<n zeN

Note que r, > 0. Prosseguindo, defina v,, = % e observe que 1, — 0 em
r

n
S(Q). Por outro lado, | < u,v, > | =|r,' <u,¢, > | =1, o que contradiz
a continuidade de u. ]

Proposicao 2.4. Seja f € LP(Q2) e defina Ty : S(Q2) — C o funcional dado
por

<Ty, ¢ >= / f(z)p(x) dx, para toda ¢ € S(2).
Q
Entao Ty € S'(Q2).
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Demonstracao. Dividiremos a demonstracao nos trés seguintes casos e mos-
traremos que T estd bem definida em cada caso:

(i) 1 <p<oo.
Seja ¢ o expoente conjugado de p, ou seja, ¢t 4+ p~! = 1. Defina m o
primeiro natural tal que m > %, observe que

| < T o> =

< (/ |f(z)P dx) ’ (/ |o(x)]? da:) ' (pela Desigualdade de Holder)

(1 + [a[2)m i
= Wl ([ )

1 .
< Wl supl1+ ePo)] [ o ) <o

pela demonstragao da Proposicao 2.2.

(i) p = 0.
Como f € L* entao ||f||;« < oo. Logo,

<Tp6>| = \/ F(@)d(x) da

10 lProto),
(14 |z|>)™

< 1f e - sup|<1+|x| |/ 1+|| e < o0

< Al -

(iii) p = 1.
Como f € L' entdo [, |f(x)| dz < co. Logo,

| <Tp 9> =

< suploa |/|f )| da
M <

A linearidade de Ty é provada diretamente pela linearidade da integral e a
continuidade é provada aplicando o Teorema 2.4 em cada estimativa encon-
trada nos trés casos. |
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Observagao 2.7. Pelo teorema anterior podemos dizer (passando pela as-
sociacao de Tf) que LP(R") C S'(R™) e que L*(R") C S'(R").

Definigao 2.6. Seja u € S'(R"), a Transformada de Fourier de u, indicada
por u, € definida por

<AU,p> = <u,d > para toda ¢ € S(R").

Note que a Transformada de Fourier de uma distribuicao temperada esta
bem definida e também é uma distribuicao temperada.

Exemplo 2.4. Seja § : S(R™) — C a distribuigao temperada Delta de Dirac,
note que para cada ¢ € S(R")

<6,0> = <8,6>=0(0)
= o(z)dx
Rn
= <1,¢>.
Portanto 6 = 1.
Proposicao 2.5. Seja f € S(R™), entao ﬁ = T} em distribui¢ao temperada.

Demonstracao. Pela definicao da Transformada de Fourier de uma distri-
buigao temperada e pelo item a) do Teorema 2.3 temos que para cada

¢ € S(R")
<Tp¢> = <Tro>= [ f@)d(x)ds

= f@)g(x) dv =< Tr ¢ > .

R
Portanto Ty = Tf. [
Proposicao 2.6. Seja u € S'(R™), entao U =1.
Demonstragao. De fato, para cada ¢ € C:°(R") temos que
<Up> = <io>=<uo>

= <up>=<Uo>
= <U,¢>.

No qual a terceira igualdade ¢é justificada pelo item f do Teorema 2.3. Por-
tanto @ = u. n

88



Teorema 2. 5 Teorema de Plancherel). Seja f € L2(R"), entdo f € L*(R")
6MW=

Demonstragio. Como S(R™) ¢ denso em L?(R") entao tome {¢,}, € S(R")
tal que ¢, — f em L?*(R"). Note que

-5l = [
[ (5-5) (6-%) @ as
= [ (6-%) (5-5) @
/<
L.

2

(Ej—@ (x) dx

— G300 — Gy0n + tnon, ) (2) da
B (2) da

) dx — q/ﬁ;aﬁ_;(:v) dx — E@(m) dx + /
’VL Rn

n

Aplicando o item b) do Teorema 2.3 em cada integral temos que

‘ o~

— [ (55T AR W

— (271')”/ (Cbﬁgb_ﬂ_gbja_ﬁb_ﬁbk—l—qﬁk@) (:E) dr
Rn

= @) | 16— ol (@) do

= (2m)" [l¢; — ol

Como {¢,}, é uma sequéncia convergente em L*(R") entdo {¢,}, é uma
sequéncia de Cauchy em L?(R™), ou seja dado € > 0, existe ng € N tal que

165 — drllp2 <

€
———, para todo j, k > ny.
V (2m)"
Logo, para todo j, k > ng temos que

2
f-all, < e (s) -

Como ||-||;2 > 0 e e > 0 entao

< e, paratodo 3,k > ng.

L2
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Portanto {g/b;}n é uma sequéncia de Cauchy em L*(R™). Além disso, como
L*(R™) é um espago completo entdo existe g € L*(R™) tal que ¢, — g em
L*(R™). Assim,

<Tpv> = <Tpd>= | fla)()de
-

-~

= lim [ 6(0)i(a) de

R”

= lim [ ¢;(2x)¢(x) da

J—=0 JRrn

= /n g(x)(z) de =< Ty, > .

Note que a terceira igualdade é justificada pela densidade e a penultima
igualdade ¢ justificada pela convergéncia em L? implicar na convergéncia em

distribuicao. De fato, como ‘ gg] — gH , T 0 quando j — oo entao pela
L
Desigualdade de Holder para cada ¢ € S(R™)

<Tp > = [ G- 9@ue) de

Portanto T; = T,, ou ainda, f: g-q.t.p., o que implica que fe L*(R™). Por

IN

& —g||,, Wl — 0.

fim,
A, - [l
= lim g@(x)‘z dx
j—=0 Jgn

= Jim @m" | |6 (2)[* da

J—00

= @0 [ @) de = @) 111

Teorema 2.6.

(i) Seja f € L*(R"), entao a transformada J? de f coincide com a trans-
formada em distribuicao temperada, isto €, Ty = Tf.

90



(i1) Seja u € &' (R™), entdo u € uma funcao que pertence a C*(R"™) e serd
dada por ‘
() =< ug, e >

Demonstragio. (i) Como S(R") é denso em L'(R™) entdao tome {¢;}; €
S(R™) tal que ¢; — f em L'(R™), mostremos que gb] — f De fato,
note que

~

©-a10] = || @ - ) da
< [ i@ - o) @

= [ @) =6y de
= I =6l

Como || f — ¢;]|;1 — 0 entao ggj — ]?— q.t.p. Além disso, para cada
Y € S(R") temos que ¢;90 — f1b - q.t.p. Justifiquemos o uso do
Teorema da Convergéncia Dominada para concluirmos que

| @) dr— | () do

R

O3((@)| < glx) -

Isto é, devemos exibir uma g € L'(R") tal que
q.t.p. e para todo 5 € N. Para isso, note que

@@ = |g() (w
< (|6i@) - f@)| + [F@)) @)
< mf—@m_qﬂwbwww

Como || f = ¢;]|;. — 0 entao existe uma constante M > 0 tal que
|f = &jll,. < M, para todo j € N. Defina

g@) = (M + |J(@)]) (@)
Resta mostrarmos que g € L'(R"™). Pela Equacao 2.1 observada logo

apos a defini¢ao da Transformada de Fourier de uma fungao em LY(R™)
temos que f é limitada, ou ainda, existe uma constante M > 0 tal
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que ‘f(m)‘ < M, para todo = € R". Para facilitar a notacio defina a
constante C' = M + M. Logo,

x)| de =
RCEEN
< [ 1ew@l d
R?’L

(M +|f@)) @) dx

= C. [Y(2)| dr < oo,
Rn

pois ¥ € S(R") e S(R") C L'(R™). Finalmente, apés demonstrarmos
que

~

. bi(@)(x) de — | [(a)(x) da,

R’I’L
temos que para cada 1 € S(R™)

<Tro> = <Tpo>= [ fa)b(x)de
Rn
= lim [ ¢(@)(@) dr = lim | ¢;(x)(x) do
Jj—=oo Jrn J—=00 Jpn

= fla)y(x) de =< Tr 9 > .

Rn
Portanto, T} = Tf.

(ii) Tome ¢, . como no Teorema 1.14 e defina u. = u * ¢., note que u. €
C>*(R") e que u. — u em &'(R™). Logo, u. — u em S'(R") e
@. —» 1. De fato, fixe 1 € S(R"), entdo ¢ € S(R"). Como u, —> u
em S’(R") entao em particular

< Uy > — < u, P > .
Logo, pela defini¢ao
< Uz, tp) > — < U > .

Por fim, como 1 ¢é arbitraria entdo #, — u. Suponha agora que
u € C%, entao a convolucao de uma distribuicdo com uma funcgao
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coincide com a convolucao de duas fungoes, logo
o) = [ o) ds
= [ et o) do

_ /R e [ / uly)u(z ) dy} da
= [ [ oty a] ay
— /R ) u(y) { /R ) el (1 — y) d:c} dy
— /R ) u(y)e ¢ { /R ) e @ VEY (1 —y) dx} dy
= [ e | [ o al ay
_ { / T 0(8) df} / _uly)e™ dy

(©) [ ulwe < dy

8(5) < uya efiy.é >

)

S

<) S

(e€) < uy, e W >

Note que a ultima igualdade é verdadeira pois utilizando a mudanca

. z
de variavel — = y temos
€

6.6 = [ e oa) ds

, 1 T
— —ix.{ -
/n ¢ 5"¢ (5) du
= [ e s

= ¢(e6).

Consideremos agora o caso geral: u € &'(R™). Como u. € C°(R") C
L'(R™), entao pelo primeiro item deste teorema temos que a transfor-
mada de u. como funcao coincide com a transformada de u. como uma
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distribuicao, logo

©O = [ e d

= < T, e ">

To. % (e74)7(0)

u. * (e7)7(0) (pela Observagao 1.9)
= (uxge)x(e7)7(0)

s [pe % (e7€) 7] (0)

= <ufpex (7)) >

= P(ef) <u,eWE >

Observe que supp(7,,.) = supp(u.) € K, com K compacto, entao T, €
&'(R™). Além disso, temos que e~*¢ € C°°(R"), logo o terceiro termo
estd bem definido. Para justificarmos a ultima igualdade considere a
seguinte mudanca de varidvel: —y — 2z = w. Assim,

(6% (7)1 () = [ge* (7)) (—)
(e % €€) (—y)
(€ % d.) (—y)

- /R e (—y — 2) dz
_ /nezwy% o
— /n —i(w+y) £¢ (w) dw

. / )

= e [ ety do

= e G(€)
= e g(et).

Ee

=

Como ¢(z) dz = 1 entdo ¢(c€) — 1 quando & —» 0 em C*°(R™).
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De fato,

~

6(=€) — 1| = [d(c€) — 6(0))]
< el Sélﬂglvaﬁ(x)
< w9, el —o.

para cada K C R" compacto. Portanto
(6 — a(e) em S'(R)
@(&) — <uy,e > em C°(R"™).
Pela unicidade do limite concluimos que
U(E) =< uy, e Wt > .
]

A seguir veremos um exemplo no qual tentaremos calcular explicitamente
a Transformada de Fourier da distribuicao temperada Ty que nao pertence
a L'(R™).
Exemplo 2.5. Seja Ty € S'(R) a distribui¢do temperada de Heaviside e
defina u.(z) = H(z)e *. Note que H ¢ L'(R), por outro lado u. € L' e
ue — Ty (z) em S'(R™) quando ¢ — 0. Além disso,

a(€) / e, (2) do

/ e " H(z)e =" dx
R

oo

/ e—izﬁe—sx dax
0
oo

/ 67:1:(£+i§) dr
0

e—ac(s-l—if) M
M T i id
M—o0 e+ 7,5 0
_ lim [B—M(a—f—if) _ p0(e+i€) }

lim [e_M(EHQ -1 }

B 1

e+

e e
N €2+52_Z€2—|—f2‘

95



1 €

Deﬁna gE<€> = ;m

Observe que g. € L'(R) e que

(i) Para todo e € R, /gg(a:) dr = 1. De fato, seja € > 0, entao
R

1 €
() dr = [-——"_4
[owa = [ tga
€ 1
S
7T/R€2—|—§2 o

2¢ [ 1
T Jo €24&2

2 . {1 z\ | M
= — lim —arctan(—)
T M—oo | € e/ 10

=2 i, fovtan () —arctan (2
= —— lim |arctan| — | — arctan | —
T € M—oo € €

2 . M
= — lim [arctan (—) — arctan (0)]

dx

T M—o00o g
? dim et )
= — lim arctan | —
T M—o00o g
2
- 2T,
T2

(ii) Para cada a > 0 fixo, / ge(z) dr — 0 quando € — 0. De fato,

|z|>a

1 €

ge(x) dex = / ———dx
A|>a ( ) |z|>a me? +€2

€ 1
= = —— dx
s /x|>a e? + 52

2¢ [ 1
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Logo,

2
lim {/ ge(7) dw} = lim—e=0.
e—0 \x|>a e—=0 Ta

Pela Proposi¢ao 1.9 temos que g. — § em 2'(R), ou ainda

€ /!
m — 7m0 em 9 (R)
Mostremos agora que
§ 1 :
De fato, defina f.(£) = L Para cada ¢ € C2°(R") temos que
g2 4 &2
}:1_1}[1) <Ty,0> = 1_1_1;% e fe(x)o(x) dx
I & d
, x
= ) et
o x
o x
= mlm ) e Tt d
: , x
= ]1%13% . E_r)r(l) m(b(x) dr  (pelo T.C.D.)
= lim M dz
R=0/B(0,R)c ¥
) 1
= p.v.—.
x

Por fim, pela unicidade do limite podemos concluir que

—~ 1
Ty =m0 —i.p.v.—.
x

Observacao 2.8. Podemos utilizar o resultado anterior para calcular a

Transformada de Fourier das distribuicoes 6 e p.v.—. Pela Proposicao 2.6
x
temos que

= 1
Ty =m) +i.p.v.—.
x
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Além disso, sabemos que Ty = T';. Note agora que

A~

T = Tyoy=Ta+Ts=Tn+1Tg

1 1
= 7m0 —i.p.v.— + 70+ 1.p.v.—
x x

= 2md.
Pelo item d do Teorema 2.3 temos que
~ 1 = 1 .
0= —T1 = —27TT1 = Tl.
27 27
Portanto, assim como no Exemplo 2.4 concluimos que 5=1. Continuando,
defina a funcao sinal sn(x) = H(x) — H(—x), observe que sn = —sn. Assim,
Too = Tyy=Tn—Ty=Tu—Ty
1 1
= 70 —i.p.v.— — 70— i.p.V.—
x x
1
= —2i1.p.v.—.
x
Utilizando novamente item d do Teorema 2.3 temos que
1= i .
p.v.— = =T,, = =21T,, = inT_,, = —inTy,.
& 2 2
, 1
Portanto concluimos que p.v.— = —iwsn.
x

2.3 Transformada Parcial de Fourier

Considere Q € R" e f: O x R™ — R tal que f € L}, .(Q x R™). Se para cada
K C Q) compacto

/K (/m\f(t,x)! d:c) dt < co.

entao pelo Teorema de Fubini temos que f é integravel em x para quase todo
t € Q. Logo podemos definir a Transformada de Fourier de f na variavel x
€cOmo a seguir.

Definigao 2.7. Suponha f como anteriormente, defina a Transformada Par-
ctal de Fourier em relacao a varidvel x como

f(t, &) = / e " f(t,x) dv, para quase todo t € ().

Podemos também utilizar a notacio f = fa, no qual enfatiza a Transformada
Parcial de Fourier sendo aplicada na varidvel x.
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Observagao 2.9. Pela defini¢ao acima note que f 6 continua na varidvel &
para quase todo t € €, além disso temos que f € L} (2 x R™). De fato, seja
K, x K5 um subconjunto compacto de 2 x R™, no qual K1 C Qe Ky C R™
sao conjuntos compactos, entao

dﬁ) dt

([ veerae)a = [ ([ ]

/}{( < \—mﬁf(m)\dx) )dt
Jo UL (L o) ag)
_ /K( ( tx]dx) t)d§
_ (K( tx)|d:p) ) m(Ks) <

Definicao 2.8. Sejam QQ C R, m; : R” x R™ +— R" a func¢ao projecao dada
por m(t,x) =1t e

e "L f(t, x)dx

IN

IN

SR" xR™) ={p e C*R"xR™)/ sup |(¢t,x)" 8@9&) o(t, )| < oo}

(t,x)ER™ xR™
Entao definimos
CX(Q,S(R™)) ={¢ € S(R" x R™) , 1y (supp(¢p)) € compacto em Q}.

Definigao 2.9. Seja {¢;}; uma sequéncia em C°(2, S(R™)), dizemos que
¢; — 0 em C(Q,S(R™)) se

(i) ¢; — 0 em S(R™ x R™).

(it) Existe K C Q compacto tal que m;(supp(¢;)) C K, para todo j € N.
Ou ainda, supp(¢;) C K x R™.

Definicao 2.10. De maneira andloga a primeira definicao de Transformada
Parcial de Fourier, seja ¢ € C°(2, S(R™)), entao definimos sua Transfor-
mada Parcial como

Bt = [ et
Teorema 2.7. A Transformada Parcial de Fourier ¢ um operador continuo

e inversivel em C°(2, S(R™)) e para quaisquer ¢, € C2(2, S(R™)) e a, B
multi-indices valem as sequintes formulas
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(i) D2 d(t,€) = £ (t,€).
(ii) 70 P(t,€) = (1)1 D1, ).
(iii) DYO(t,€) = Dt €).

(w)/m/mg (t,€) dt d¢ = /m/wg (t,€) dt de.

Demonstragao. Seja F CX(Q,S(R™)) — C2(£2,S(R™)) o operador dado
por F(¢)(t,&) = sz(t ¢). Fixando a varidvel ¢ podemos demonstrar de
maneira analoga ao Teorema 2.1 que F estd bem definido e é continuo. Além
disso, o operador inverso sera dado por

FHo)(t,x) =

e [ ot de

Ou ainda,

~

FON) = g [ e0(0€) de = w(t.a)

A demonstracao dos itens (i) e (ii) segue também do Teorema 2.1 nas
varidveis x. Para demonstrarmos o terceiro item suponha |f| = 1, note
que

{p\ — lim me ef’ifté'@b(f’ ZL‘) dr — me eiimgw(t ZL') dx
J h—0 h

= lim e*lz§¢<t7x)_¢(tax) dr
h—0 Jgm h

_ / e_ixg lim ¢(E> 33') — w<t7 'CE) dx

h—0 h
_ / &0, (1, ) du

no qual £ =t + ejh. O caso geral decorre por indugdo. Por fim, para cada
t € Q fixo temos pelo Teorema 2.3 que

Oy

| owut g de= | D) de.

Integrando em relacao a variavel ¢ obtemos
| [ awoueedca= [ [ deose dan
Q Jrm Q Jrm
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Logo, [ [wovnema= [ [ oo

Definigao 2.11. Sejau : C°(92, S(R™)) — C um funcional linear e continuo
em C*(Q, S(R™)), entdo dizemos que u é uma distribuicio temperada em
x € R™. Além disso, o espaco das distribuicoes temperadas em x € denotado

por 7'(£2; S'(R™)).

Definicao 2.12. Sejau € 2'(Q2; S'(R™)), definimos a Transformada Parcial
de Fourier de uma distribuicao temperada em x por

<b,¢> = <u,d>, para toda ¢ € CP(Q, S(R™)).
Exemplo 2.6. Considere ) = R, m = 1 e defina § : C°(R, S(R)) — C a
distribuicao temperada em x Delta de Dirac, entao

<&¢>:<&$>:&Q®:/mdawm.

Observe que esta distribui¢ao atua como ¢ na variavel ¢ e na segunda variavel
atua como a funcio 1. Assim, podemos denotar 6 = d(t). Além disso, note
que supp(d) = {0} x R.

Por fim, de maneira analoga vemos que a Transformada Parcial de Fourier
para 0 : C2°(R, S(R™)) +— C é dada por

<0,0>=<06,0>=¢(0,0) = #(0, x)dx,

Rm
no qual 0 € R™.
Proposicao 2.7. Sejam u € 2'(2; S'(R™)) e a, B multi-indices, entdo
(i) D¢ u= &0
(i) =& u = (=1)l* Do,
(iii) D’ = DPu.

Demonstracao. Seja ¢ € C°(Q2, S(R™)), pelo Teorema 2.7 temos que
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<D2u,¢> =

Portanto 13§/u = &a.
(ii)
< (=1)* DS u,¢ >

Portanto z® u = (—1)!* D 7.
(iii)

< DPu,¢ >

Portanto D% = D/ u.

< D} u, b >

(—=1)* < u,D* ¢ >
<u,(=1)*D% ¢ >

<u, (=1)*Dg 6(1,€) >
< u,2°9(t,€) >
<u,z%(t,€)o(t,§) >
<u,§%(t,§) >

<&u,p>.

= <D, (-1 6>

= (-1)*<u,D(-1)% >
<u,(=1)*Dg(-1)% >

= <u,(-1)*Dg¢>
= <u,Dy¢>
= <u,§g?b>
= <u,£a$>
= <u,z*(,E)6(1,€) >
= <x°‘u,$>

< U, ) > .

= < Dlu,¢>
— (-1’ <u, D¢ >
= (-1’ <u,Dl¢ >
= (=1 <a,D}¢>
= <Dlu,¢>.
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Proposigao 2.8. Seja f € C(Q,S(R™)) e Ty € Z'(; S'(R™)) a distri-
buicao temperada associada a f entao Ty = Tf

Demonstracao. Seja ¢ € C(Q, S(R™)), entao

<7T«,¢> = <Tf,q3>

_ /n/ﬂf(t,x)q?(t,x) dt d

= / / Ft,2)p(t,x) dt dz  (pelo Teorema 2.7)
nJo
= <Tpo>.
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Capitulo 3

Solucao Fundamental

Antes de apresentarmos o conceito em solugoes fundamentais vamos ilustrar
uma motivacao. Considere a funcao H. : R — R dada por

1, z>c,
Hc(x):{() x <ec.

Lembremos que para ¢ = 0 temos a funcao de Heaviside e que T}; = §. Além
disso, de maneira andloga ao Exemplo 1.19 podemos mostrar que T} = o,
para todo ¢ € R.

- o d
Motivagao: Dado f € &'(R), podemos exibir u € Z'(R) tal que d_u = fem
x
distribuicao? Para responder a pergunta acima, defina u = E * f, no qual F
¢ uma distribuicao, suponha que

du d(Exf) dE

= dw gl O*=T

Assim, u seria solugao da nossa equacao e bastariamos encontrar uma distri-

dFE
buigao F tal que — = ¢, simplificando nosso problema reduzindo para algo

que nao depende mais de f. Chamamos a distribuicao E de solucao funda-

du
mental para a equacgao e f e neste caso sabemos que E = Ty satisfaz
x
dTy

nosso problema, visto que e J.
x

Definicao 3.1. Seja a, : 2 C R" — C, no qual a, € C®(Q2) e 0 € Q.
Considere o operador

P(z,D) = > an(x)D".

la|<m
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Dizemos que E € 2'(Q) € uma solug¢ao fundamental para o operador P(z, D)
quando P(x,D)E = 0.

Observagao 3.1. Em particular considere P(D) = Z a,D* coma, € Ce
la|<m
suponha que E € 2'(£2) é uma solugao fundamental para o operador P(x, D).

(i) Seja u € &'(), existe w € 2'() tal que P(D)w = u?

Defina w = Exu. Observe que w esta bem definido e pertence a 2'(12).
Além disso,

P(Dyw = P(D)E+u]= > a,D[E*u
o] <m

= [P(D)E]*xu=4§*u=u.

(ii) Seja f € Z2'(Q2), quais condigbes sao necessarias para que possamos
exibir um funcional u tal que P(D)u = f?

Observe que a principio u = E * f nao esta bem definido, pois F, f €
2'(2). Suponha que exista u € &' (Q2) tal que P(D)u = f. Neste caso
observe que supp(u) C K, com K compacto. Logo,

supp(f) = supp(P(D)u) C supp(u) C K.

Portanto f € &'(Q2). Logo a condi¢ao para que u = E * f esteja bem
definido é u pertencer a &’(€2). Por fim, de maneira andloga ao item
anterior concluimos que P(D)u = f.

Teorema 3.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugao de EDO’s
de primeira ordem). Seja R C R? uma regiao retangular no plano xy que

L of . - ,
contenha o ponto (xq,yo) em seu interior. Se [ e 9 sao fungoes continuas

em R, entao existem um intervalo aberto I que contém xg e uma unica fungao
y € CY(I) tal que y € solugio do problema de valor inicial a sequir

{ Y~ )
y(x0) = yo

Teorema 3.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Solu¢ao de EDO’s
lineares de ordem superior). Sejam a,,a,_1,...,a1,a9 € g fungoes continuas
em um intervalo I que contém xy, com a,(x) # 0 para todo x € I. Entao
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existe uma unica fungao y € C™(I) tal que y € solugcdo do sequinte problema
de valor inicial, neste intervalo

( n m—1

y d" 'y
an(x)% + an,l(x)dxn_l

y(xo) = Yoo,

d
d—i(ﬂfo) = Yo1,

+ .+ al(:c)j—gyc +ao(z)y = g(),

dnfly
\ dxnl (o) = Yom-1)-

Exemplo 3.1. Considere P(z, D) = di + a(x), no qual a € C*°(I). Dado
x
c €1, existe E € Z'(I) tal que P(x,D)E = 4.7

Primeiramente, considere o seguinte problema de valor inicial

{ P(z,D)f =0,
f(e) =1.

Observe que pelo Teorema 3.1 existe uma fungao f continua em uma vizi-
nhancga de ¢ tal que f é solucao do PVI. Defina E = fu, no qual u € 2'(I).
Qual u devemos tomar para que F seja solucao fundamental deste problema,
ou ainda, P(x, D)E = §.? Note que

P(x,D)E = P(x,D)(fu) = [i —l—a(:r)} (fu)

dz
df du
= %u%—f% +a(z) fu

d d
= {d—‘i—l—a(x)f}u—i-fﬁ

= [P(e. D)flut [ =1

Como f(c) # 0 entdo existe uma vizinhanca V. de ¢ tal que f(x) # 0, para
todo z € V.. Logo,

du du 1
f%—ac@%—?(;c
Por outro lado,
1 1
_60 - _50 = O¢
= fle)



De fato, para cada ¢ € C2°(I) temos que
< gl ¢> = <99 >=g(c)p(c)
= g(c) < e, ¢ >=< g(c)dc, > .

u
Portanto basta encontrarmos u € Z2'(I) tal que ol d.. Como visto no
x

H
< = 9., logo tomamos u = Ty, .
x

inicio deste capitulo,

A seguir veremos que o exemplo anterior € um caso particular do operador

m

m—1
" dam Z a;(@ de

Jj=

P(z,D)

e que a Solugao Fundamental encontrada anteriormente nos ajuda a definir
uma Solugao Fundamental para o caso geral.

Exemplo 3.2. Considere o operador

7’TL

m—1
P(z, D)= —— Zaj

no qual a; € C*(/) para todo j = 0,1,....m — 1. Dado ¢ € I, existe
E € 2'(I) tal que P(x,D)E = 6.7
Considere o seguinte problema de valor inicial

Q

P(z,D)f =0;
fU(e) =0, j=0,1,...m—2;
FmD(e) =1.

Observe novamente que pelo Teorema 3.2 existe uma funcao f solugao do
PVI. Defina E = fu, no qual v = Ty,. Mostremos que E é uma solucao
fundamental deste problema, ou ainda, P(z, D)E = J.. Inicialmente, note
que

dz™

P(z,D)E = [ " +Zaj ] (fTw,)

7=0
m—1
= D)+ Y o) f Ty,
7=0

Por outro lado, mostremos por inducao que

dﬂ .
[fTHC] fO9Ty, j=1,...,m—1.
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De fato, para j = 1 temos que

@ (10

Suponha agora que a identidade seja verdadeira para algum j € {1, ...

df d
= d—THC + f@THc
= f'Tu.+ fo.
= f'Tu. + f(c)dc

= f'Ty, +06.= f'Ty..

mostremos que é valida para j + 1.

d]+1 d
_ 4o
= g ]

= f(J+1 Ty +f(] d TH

c

f(]-i-l Ty, +f(a .

- f(j+1)THc + f(j)(0)5c
= fUtDTy 406, = fUTIT,

Por fim, observe que
dm

dz™

——[fTu,]

Logo,

dz™

d dm 1
dr | doem—1
d

= g ]

= [Ty, + [V

T

d
—T
dy~ He

= f(m)THC + fm=Dsg,
= [Ty, + f77D(e)6,
= [Ty, +6..

-1

—[fTh.] + a;(x)

3

o @

dri [fTHc]

<.
Il
o

m—1
= [Ty + 0+ Y a(@) [T,
=0

J_
= [P(z,D)f] Tu, + 6.
= 0Ty, + 6. = ..
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Portanto F = fTy, é uma solugao fundamental deste problema.

Nas préximas secoes estudaremos a solugao fundamental de trés impor-
tantes operadores: Calor, Onda e Laplaciano. O método utilizado para en-
contrar essas solucoes fundamentais é inspirado nos exemplos anteriores, ou
seja, definiremos uma distribuicao u = fTy, no qual f é a solu¢ao de um
PVI conveniente para cada operador. Nossas solugoes fundamentais entao
serao encontradas ao manipularmos esta distribuicao u.
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3.1 Solucao Fundamental do operador de
calor

Considere t € R e 2 € R", definimos o operador de calor em R""! como

9,
P(t,x,D) = — — A,,
0, D) =5
no qual A, = Z o =1 Z D2 — _ Z D,
i=1 i=1 i=1
Definicao 3.2. Dizemos que E € Z'(R; S'(R™)) € uma Solug¢do Fundamental
para o operador de calor quando P(t,z, D)E = 0.

Aqui ¢ é a funcao delta de Dirac 0 em R x R" e iremos omitir a
notagao por simplicidade. A notacao Z'(R;S’(R™)) denota o conjunto dos
funcionais lineares continuos de C2°(R; S(R™)) formado pelas fungoes ¢(t, x)
tal que para cada t, fixo temos ¢(tg,z) € S(R") e para cada x fixo temos
p(t, ) € CX(R).

Seja E uma Solugao Fundamental para o operador de calor, logo

a n

—FE D* E = 4.

TERPY
J=1

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relacao a variavel x temos

que

0 1 N" e g 0 N7
aE+ZD E=§ & atE+ZD E=90

j=1 j=1
o 25y ewE=j
T

O = o=~
& S E+EPE=9, (3.1)

no qual a segunda equivaléncia é garantida pela Proposigao 2.7. Observe que

(3.0) = (6,3) = 3(0,0) = / (0, 2)dz,
uma vez que

5. = [ et e
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Para cada £ € R™ considere o seguinte problema de valor inicial

9 2 .
{ o+ IEPF(L.6) =0
fl0.g =1

Observe que f(t,€) = e kI’t é solucao para todo € € R™. De fato,

0 0 e 2
ol HIEPF = e el

= gl 4 fePee = 0,
e f(0,€) = e %" = 1. Mostremos que E(t,&) := f(t,&)Ty(t) satisfaz a
Equacao 3.1.

0 ~ ~ 0
EE +[EPE = o [fTu] + |7 f T
0

0

= {af} Ty + f {aTH] + &P f T
0 0

= {af + |§’2f} Ty + f [ETH}

= fo=0.
: e .0 ~
Justifiquemos a penultima igualdade, isto é, ETH = 0 em Z'(R; S’ (R"™)).

Seja ¢ € C(R; S(R™)), note que supp(¢) € K x R", com K = [—M, M|
para algum M > 0, entao
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<2TH)¢> - _<TH72¢>

R ON P
_ _/R[/O E(t,x)dt]daz
_ _/Rn [/OM%(t,x)dt}dx

- / [6(M, ) — 6(0,2)] dx

n

= — [ —¢(0,z)dx

R

= (0, x)dx

Rn
= <, ¢ > (pelo Exemplo 2.6).

Portanto %TH = em 2'(R; S'(R™)). Justifiquemos agora a tltima igual-
dade, isto 6, f6 = & em 2'(R;S'(R")). Seja ¢ € C=(R; S(R")), entio
<fop> = <0,fo>

R"

= /n 1.¢(0,z) dx

= < 5, o> .
Assim, vimos que E(t, &) = f(t,&)Ty(t), porém nosso interesse é encon-
trar a solucao fundamental E. Para isso, note que £/ = fTy = Tyy. De fato,

seja ¢ € C°(R; S(R™)), entao

< fTg, o> = <Ty,fo>

_ / n /R H) F(t, 2)6(t, x) dt da
_ /n/Rf(t,x)H(t)ng(t,x) dt da

= <TfH,qZ5>.
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Além disso, como

~ —lgl?t :
e , set>0;
Et.€) = { 0, set <0;

entdo para cada ¢ > 0 fixo temos que E (t,€) € S(R™) logo podemos aplicar
a inversa da transformada de Fourier e assim

E(t,x) _ (2717-) / iz.ﬁe*\ﬂ?t d¢

= 1 iwye; —€2
= H2_/ el dg;.

Jj=1

- . ., S
Utilizando a seguinte mudanga de varidvel: {; = — ficamos com

V2t

1 iy S s 1
Et,z) = — [ MVE e T ds
) = 15 [ g

Além disso, pelo Exemplo 2.3 temos que se ¢(s) = e~ = entdo ¢(r) =
(2m)2e~ 7. Logo

Por outro lado, considerando ¢ < 0 temos que E(t,z) = 0. Note que a
continuidade fun¢ao E(t,z) é mantida em (0, x) para x # 0, visto que

1 —|z|?
e T — 0, quando t — 0.
(4rt)z
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Finalmente, podemos concluir que uma Solucao Fundamental para o Opera-
dor de Calor E(t,z) ¢ dada por

E(t,z) = H(t)

Claramente quando t # 0 temos que E(t,x) é uma funcao suave e além
disso E(t, x) e todas suas derivadas convergem a zero quando (t,z) — (0, x)
para x # 0. Dessa forma concluimos que E(t,z) é suave fora da origem. As
seguintes propriedades sao viidas para E (t,x);

(i) E(t,z) > 0;
(ii) para cada t > 0 temos [, F(t,z)dz = 1;
(iil) f,poq E(t,2)dz — 0se t — 07 e a > 0 fixo.

Pela Proposigao 1.9 temos que E(t,x) — 0, em D'(R™) quando ¢t — 07.
Com isso provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja f € S(R™) entao a equagdao

{ u— Ayzu=0, t>02x€eR"
u(0,2) = f(z);

¢ dada por u(t,z) = E(t,z) * f(z) suave em (0,00) x R™.

Obs.: a conclusao do teorema ainda é vélida se assumirmos f(x) continua sa-
tisfazendo |f(x)| < AeP?! e nesse caso u(t,z) = E(t,z) * f(x) é diferencidvel
em (0,00) x R™
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3.2 Solucao Fundamental do operador de onda

A seguir apresentaremos o operador de onda e utilizaremos um método
analogo ao anterior para encontrarmos uma solucao fundamental.
Consideremos o operador de onda em R"*! dado por

02 0? N o
@—m—@+§p.

Definicao 3.3. Dizemos que E € 2'(R; S'(R")) € uma solugdo Fundamental
para o operador de onda quando P(t,z, D)E = .

P(t,z,D) =

Seja E uma Solugao Fundamental para o operador de onda, logo

82

o+ ZDQ%E J.

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relacao a variavel x temos
que

—_~—

2 0?
t2E+ZD2‘%E—5

t2E+ZD26JE i &

0 0
& ” E+i£26JE =5
ot?
82
—F E =0. 2
& B+ IPE =8 (32)
Consideremos agora o seguinte PVI
(
O rlrr=0
f(0,§) = 0;
O K06 =1
(Ot

Encontremos uma solucao f da forma f(t,&) = c(£)eM. Para isso note que

M€ =0e )= £
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Assim, temos que

F,€) = a(©)e™ + cy(e
= 1(&) [cos([€]t) + isen ([€[t)] + c2(€) [cos(—[€[t) + i sen (—[¢]t)]
= c1(&) [cos([[t) + isen (|&]8)] + ca(€) [cos(|é]t) — isen (|&]t)]
= [e1(&) + ca(&)] cos([€]t) + [e1(£)i — c2(£)d] sen (|€]1)
&

= (&) cos([§]t) + (&) sen (J&]¢).

Pela primeira condigao inicial

f(0,8) = (&) cos(0) 4 (&) sen (0) = (&) = 0.

Logo, f(t,&) = (&) sen (|£]t). Aplicando a derivada parcial em relagao a t
temos que

—f(t §) = (&)l cos([E]t).

Pela segunda condigao

0
5/ (0,6) = &9l = 1.
Assim, para £ # 0 temos que (&) = E e portanto
(0]

€]

Suponha agora que £ = 0, entao podemos apresentar nosso problema como

( 02
f(0,0) = 0;
9 0,0) =1

\ atf(’ -

Logo f(t,0) = Cyt + Cy, com Cy,Cy constantes. Pelas condigoes iniciais
temos que C7 =1 e Cy = 0. Portanto definiremos nossa f como

sen (|£]¢) ,
f(t,f){ G
t, se £ =0;
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Observe que a continuidade da f em & = 0 é satisfeita, pois
. sen (€]2)
lim f(t = lim —=~=
i, f6:4) g0 [¢]
e sen (el
gloo €]
e sen(lely)

— =t
=0 [€]E

Mostremos que E(t, &) = f(t, §)Th ) satisfaz a Equagao 3.2.

0? 0? ,
B IEPE = o [Tul + P fTn

= | (Gar) moe 1 ()| + s
0? 0?
— (at2f)TH+(2 f) TH+f(8t2 )Hg\ [Ty
° &
= gt s | T (20 ) T+ £ (57
0 0 02
= OTH+( 8_f> atTH—i-f(atQTH)

e

a—)
e
- ~ (0

Afirmacao 1:
De fato, seja ¢ €

Afirmacao 2: fo =0.
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De fato, seja ¢ € C°(R; S(R™)), entao
<foo> = <6, f¢>

R
= / 0¢(0,z) dz
= <0,0>.

Assim,

0? 0
ST+ erma = (5)F+ 5 ()

0
= 6+§O 5

Dando continuidade, de maneira andloga a se¢ao anterior temos

E(t,IL’) — 1 /R eim.gH( ) sen (|§|t) d§

(2m)" €]
_HE) [ esen (il
= G L
Portanto
E(t,x) = H(t) / em'gM dé.
’ (2m)" Jgn I3

Observacao 3.2. Note que para o operador de onda nao conseguiremos uma
féormula explicita da fun¢ao E(t, ), mas para melhor compreensao podemos
simplificar nosso problema tomando n = 1. Neste caso note que

sen (|¢]t) _ sen (&) para todo & # 0.

€ §

Assim, para t > 0 temos que

L[ esen (€D

Bl = on |7 &
1 ix€ sen (gt)
%/Re —5 dg.

s
Consideremos a seguinte mudanca de variavel: £ = o logo

E(t) = — / pirt SL8) o

21 Jr s
1 .

_ 1 i sen (s) is.
2 S
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Por outro lado, seja p(z) = §X[_171](x), entao
2(6) / -2 L X (@) do = 5 / Lt gy L sen(©)
=l e - X1 qy(z) de = = e r=— = .
4 e 2k 2/, 2 —ig |, ¢
Assim,
1 o, sen (8) L (T x 1 x
Elt,z) = - [ € ds = (‘): (‘) Dl (‘)
(tw) = op J @ ds=F"0I5) =¢(7) =3 Xy
Portanto 1
5 X[fll] (£>, set > O,
E(t,z) = t
0, set <0,
equivalentemente
1 T
Blt.) = 5 HO) X1 ()
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3.3 Solucao Fundamental do operador de
Laplace

Antes de apresentarmos o operador de Laplace e buscarmos uma solucao fun-
damental relembremos algumas identidades que serao usadas posteriormente.
Sejam ¢, ¢ € C°(R"), entao

divipy o -0V o) =0 Ao —p A (3.3)

De fato, como

veta) = () 520 g2 o))

entao

09 6le) = (90) 520, 60) 32 0). o 00 52 ) ).

De maneira analoga

¢ 7 60) = () 32 o), plo) g (@) o ) ) ).

Assim

67 6@ = ¢ v ola) = (6055 = o) 5 (0 0() 3 ) - plo) g

S (0) = o) ().

n

- ()

Defina v(z) = ¢ 7 p(z) — p v ¢(x), calculemos a derivada da i-ésima entrada
do vetor v em relacao a variavel x;

0 Oy 0 o)
- ox; (qbaxl) (z) = ox; (@8@) (z)
¢ Dy Op
- @)+ s TEE) - S ) — o) g5

= o022 —so(x)@(w)

0? 0?
(cba—;; - soa—gj;) (z).

)
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Logo,

divo(z) = Zg;:(x)

1=

= D 02
= E;(¢&r w&j>(@
= o) Y 25w - oY Tow)

1=

= o(x) & p(z) —o(z) A d(z)
= (0Lhp—pLg)(x).
Portanto concluimos que
div(e Vo —pv o) =90 L p—p Ao
Seja x € R™, definimos o operador de Laplace como
92

P(x,D):Ax: - a—x?

Defini¢ao 3.4. Dizemos que E € 2'(R™) é uma solug¢ao fundamental para
o operador de Laplace P(x,D) quando P(x,D)E = 6.

Para facilitar a notacao, utilizaremos inicialmente E para denotar uma
funcao e posteriormente veremos como podemos associar a funcao E com
uma distribuigao. Defina E(z) = f(|z]), de tal forma que f € C*R" — 0)
e P(z,D)E = 0 em R" — {0}, note que podemos escrever E(z) = f(r), no
qual 7 = \/2? + 7% + ... + 22. Por outro lado, temos que

8E (9 / l’j

G = P05 =I5t = (3.4)
Logo,

O’E PN , 0 [z,

PE L s (2)

2 1 2
= roG+rn (3-3)

2 2
= PSP r0S



O que implica que

P(z,D)E =

- f"<r>+f'<r>§—f'<r>;
ARG

Resolveremos entao a seguinte EDO

=0.

n—1

y'(r) + =y (r) = 0.

r
defina v = 3/, entao

v'(r) +

" lv(r) =0.

Aplicando o Método das varidveis separdveis temos que v(r) = cr "1 é
solucao para a EDO acima. Logo, ¥’ = cr™""1, o que implica que

€ o2 +0b, sen>2;
—n+2
y(r) =
clnr+d, sen = 2.
Isto é,
alz| ™" + b, sen > 2;
E(x) =

cln|z|+d, se n = 2.

Observe que E € L} (R"). De fato, seja K C R™ compacto. Se 0 ¢ K
entao E é continua em K e portanto é localmente integravel em K. Suponha
agora que 0 € K, entao existe R > 0 tal que K C B[0, R]. Para facilitar as
operagoes consideremos b = d = 0, utilizando coordenadas polares temos que

R
1
/ —2_2 = a/ [/ —n_2r”_1 dr] dw
BI0,R] || se=1 LJo T

R
= al|S"7! rdr
0
R2
= CLT IS™™| < 0o, para todo n > 2.
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Além disso, para n = 2 temos que
R
/ clnjz|de = c/ [/ rinr dr] dw
B[0,R] sn—1 LJo
R
= c|S" rinrdr
0

R
= c|S" lim/ rinr dr
e=0 J_

2 R
_ n—1 : T _1
= c|S"| ll_I)I(l) [—2 (lnr 2) 5]
R? 1 g2 1
_ n—1| 1z i I R _
= c|S"7| il_r% [ 5 (lnR 2> 5 (1n5 2”
R? 1 e? 1
_ n—1 e I B F s _ =
= c[S" {2 <1nR 2) }:I_I}(l) 5 (lns 2)}

R? 1
= c|S"Y - (lnR— 5) < 00.

Assim, podemos associar E com a distribuicao definida como

< E,¢ >=lim E(z)¢(x) dx, para toda ¢ € C°(R").

e—0 ‘$|2€

Estamos buscando uma distribuicao E tal que
< AE,¢ >=<6,¢ >= ¢(0), para toda ¢ € C(R").

Para isso, desenvolveremos primeiro a distribuicdo AE. Seja ¢ € C(R"),
note que existe R > 0 tal que supp ¢ C BJ0, R], assim supp(0“¢) C B|0, R],
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para todo a multi-indice. Logo,

<AE,p> = <262’
Z<a2’

R .. OE 0¢

n 92

_ 2e; ¢

= ;( 1) < FE, (’)f

= 121<E’8_:L'?>

= <E’i:13_$?>

= < E A¢p>

= lim Elx) A o(z) dz
iy [ 5@ & ote)

= lim E(z) A ¢(x) dx

Pela Identidade 3.3 temos que

/<| o E(x)A¢(r) dv :/ div(Evé — 6V E)(z) + é(z)ABE(z) da.

e<|z|<R

Mas, como AFE(x) = 0 para todo = # 0 entao

/<| i E(r) A ¢(x) dv = / div(Ev ¢ — ¢ v E)(z) da.

e<|z|<R

Pelo Teorema da Divergencia temos que

/ cuian MEVO—OVE) (@) dv = / [B(x) 7 6(x) — 6(2) v E(@)] () do,

d(e<|w|<R)

no qual 7 é o vetor normal unitario exterior a fronteira e d(e < |z| < R) =
{z € R",|z| = € ou |z| = R}. Observe a ilustragao abaixo
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dombola.png

Assim, podemos definir

f’ quando |z| = R;
,

n(z) =
—x
—, quando |z| = e.
,

Temos entao
[ Ewaewar = [ 18)v 6w - o(x) B (o) do
b [ B0 6w - 60 B ate) do
|z|=R

Além disso, vimos anteriormente que ¢ e 9%¢ se anulam na fronteira do
conjunto compacto que limita seus suportes. Caso contrario a continuidade
nao seria vélida na fronteira e ¢ ¢ C°(R™). Logo, ¢(x) = vo(x) = 0, para
todo x € R™ tal que |z| = R, o que implica

/<| \<RE<$) A¢(x)dr = /|: [E(x) 7 ¢(z) — d(z) 7 E(z)] .n(x) do
<lel< ) o
= /|x:5 E(I)a—n(ﬂc) o(x) o (z) do.

Consideremos agora a seguinte mudanca de coordenadas: x = cw, com w €
S™1, entao

00 OF B 0 OB
/u Bl (0)=0l) g ) do = | {E@ 129 ) — (e 2E (cw)] 1 dw,
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Calculemos a derivada direcional de E em relagao ao vetor n. Por 3.4 temos

que §7E = f’(r)%, logo
/ L1 gy T2 / T\ o T
VE@) = (f0)Z 02 f)2) = ()
O que implica
0 T
@) = vE@a@) = )@

Logo,
. {E@w@—jw - ¢(5w>38_§(€w)] et g
- /S [f (€>g—ﬁ<€w> - ¢(€w)f’(s)} 1 gy
- e | n_lg—jf(aw) o 716) [ oo an

Retornando as igualdades anteriores vemos que

<AE. ¢> = liII(l) E(z) A ¢(x) dx
€0 Je<lz|<R
: n— a¢ i n—
= ll—lfcl) {f(a)e ! /Sn_1 8—n(€w) dw + f'(e) - P(ew)e" dw}
= lli% |:f(5)5n_1 /gn_1 g—i(gw) dw] + }:g% |:f/(€)5n—1 -

A seguir demonstraremos algumas afirmacoes que permitirao resolver os li-
mites acima.

Afirmacao 1: / a¢(€w) dw é limitada. De fato,

g1 1)
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[yl = L5

= | Ivetewateu) do
< [ Ivowlineu) do
= [ Ivoteu)| du

Snfl

< 9ol [ vdu
Sn—1
— 170l 8] < oo,

(ew)‘ duw

Afirmagao 2: f(g)e"!' — 0 quando ¢ —» 0. De fato,

€ omi2en-l be" 1 sen > 2
f(g)g”_l _ —n 4+ 2
cln(e)e" ! +de™ !, se n = 2.
Isto é,
e+be" 1 sen > 2;
f(g)g"—l _ —n+2

cln(e)e +de, se n = 2.

Para n > 2 ¢ direto que f(e)e"! — 0 quando & — 0, resta mostrarmos
para n = 2.
In(e g7t
lim In(e)e = lim Infe) =lim —— =lim — = 0.
e—0 e—0 571 e—0 5*2 e—0

Portanto f(g)e" ! — 0. Assim, pelas Afirmagoes 1 e 2 concluimos que
[9J0)
: n—1 _
lmé [f(s)g /Sn1 an (ew) dw} = 0.

Calculemos agora o segundo limite, para isso lembremos que f'(r) = cr—"*1,

Logo,

f'(e)e" ™t 1 P(ew) dw = ce” "t i (ew) dw = ¢ i (ew) dw.
Sn— n—1 n—1
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Além disso, pelo T.C.D. temos que

[ stew) dw— ooy

Portanto

< AE, ¢ >= lim f(e)e" (ew) dw = c[S™|¢(0).
E—> sn—1

Finalmente, a fim de corrigirmos a constante acima consideremos b = d = 0
E(x)

e definiremos E(z) := 51|

Em outras palavras,

|x’—n+2

(—n 4+ 2)|Sm—1|

se n > 2;
E(r) =
In |z|
, se
27

n = 2.

Concluimos que a funcao F, associada a uma distribuicao assim como asso-
ciamos F é a solugao fundamental do operador de Laplace.
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