0.0.1 Otimizacao com restrigoes

As aplicagoes anteriores sao simplificagoes de situagoes reias. Note por exemplo, que nes-
sas aplicagoes nao existem restrigdes sobre os insumos ou sobre a producao, o que nao é
uma situagao realista. Pelo anterior, no que segue estudaremos um tipo de problema de
otimizagdo onde temos que maximizar (minimizar) uma fun¢do f(z1,...,x,) sujeita a di-
ferentes condigoes sobre as variaveis x;. Comegamos considerando problemas restrigoes de
igualdade.

Otimizagao com restricoes de igualdade

Nesta segao estudaremos um tipo de problemas de otimizagao que podem ser descritos na
forma abstrata:

Maximizar f(z1,...,z,) sujeito a condigdo h(x1,...,x,) = c.

Para fixar ideais, consideremos inicialmente o caso n = 2, sendo f,h fungoes de classe
C'. Suponha que a = (aj,as) é uma solucio do problema e que a equacio h(z,y) = ¢
pode ser resolvida implicitamente, no seguinte sentido: Existe § > 0 tal que para = €
(a1 — 6,a2 + §), a variavel y pode ser representada em fungao de x, ou seja, existe uma
fungao & : (a1 — d,a2 + ) — R tal que h(x,&(z)) = ¢ para cada = € (a1 — d,a2 + 0) e
f(al) = as.

Nas condides anteriores, a fungdo = — g(x) = f(z,&(x)) possui uma méximo em a;, o
que implica que ¢'(a1) = fz(a1,a2) + fy(a1,a2)€ (a1) = 0. Mais ainda, como h(z,&(x)) = ¢
para cada = € (a1 — §,a2 + §), segue que %h(x,é(x)) = hy(z,€&(x)) + hy(z,&(x))E () =0
para todo = € (a1 — d,as + 0). Segue do anterior que (f(a1,a2), fy(a1,a2))(1,§(a1)) =0e
(ha, (@1,€(a1)), hy(a1,€(a1)))(1,€ (a1)) = 0, o que implica que os vetores (fy (a1, az2), fy(a1,az))
e (ha,(@1,€(a1)), hy(a1,€(a1))) sdo paralelos. Portanto, existe A € R talque

(fa?(ala Clg), fy(a17a2)) = )‘(hx(alvg(al))v h’y(a'hg(al)))?

o que implica que

fz(ar,a2) — Ahg(ar,a2) = 0,
fy(aha?) - )‘hy(a'lva'Q) = 0,
h(a,a2) —c =

Como consequéncia das equagdes anteriores, vemos que (a1, as, A) é ponto critico da fungéo
L(z,y,¢) = f(z,y) — ((h(z,y) — ¢). A idefa anterior, permite formular e mostrar o seguinte
resultado.

Teorema 1. Suponha que f,h : U C— R sdo fungoes de classe C', x = (x1,72) é uma
solugdo do problema: Mazimizar f(x1,x2) sujeito a condigdo h(xy,22) = ¢ e que x = (x1, T2)
ndo € ponto critico de h(-). Entao existe A € R tal que (x1,22,\) € um ponto critico da
Jungdo L(a:,y, C) = f(x,y) - C(h(a:,y) - C)'

Definicao 2. A func¢do L € chamada fun¢do Lagrangiana associada a f e h, e o valorn €
chamado multiplicador de Lagrange.

Observagao 3. Nas observagoes iniciais, supomos a existéncia de § > 0 e de uma fungao
&: (a1 —d,a2 +9) — R tal que h(x,&(x)) = ¢ para cada x € (a1 — §,a2 + ) e £(a1) = as.
Notamos que no Teorema 1, o anterior é consequéncia da condi¢do Vh(z,y) # 0.

Exemplo 4. Maximizar a funcao f(z,y) = zy sujeita a condi¢do h(x,y) = ax + by = ¢ com
ab # 0.

Para comegar, temos que mostrar que o problema tem pelo menos uma solugao. Se («, )
é solucado do problema, entdo f(a, ) > 0, de modo que «, 8 sdo ambos positivos ou ambos



negativos. Além disso, é simples ver que a equagao h(x,y) = ax+by = ¢ ndo possui solugoes
com ambas co-ordenadas negativas. Do anterior, vemos que o problema é equivalente a
achar um maximo de f no conjunto

E={(@y):az+by=c,a>0y>0t={(ry)ar+by=cz [0, Lye ]}
Como E é compact segue que f tem pelo menos um maximo em F, de modo que o problema
tem pelo menos uma solugao.

Usemos agora o Teorema. O gradiente de h é dado por V(z,y) = (a,b) # 0, de modo que
h nao possui pontos criticos. A func¢do Lagrangiano é dada por L(x,y) = zy — p(az+by —c)
e os pontos criticos de L verificam as equagoes

oL

9y @Y k) = y—pa=0

oL

aiy(xvyﬂi) = {E—[Lb:O

oL

a WY, = by—c=0
W(w Y, 1) azr +by —c

de onde obtemos que p = 55,7 = 5=, Y = 57 € que (55, 5., 5;) ¢ 0 nico ponto critico de

L. Como o problema tem pelo menos uma solugdo e L possui somente um ponto critico,
segue que (55, 5-) € a solugao do problema.

Exemplo 5. Maximizar a funcio f(x,y) = 2%y sujeita a condicdo h(z,y) = az? + by? =
¢ >0 com ab # 0.

Para facilitar, no que segue somente procuraremos uma solugao com z > 0ey > 0. O
gradiente de h(-) é dado por V(z,y) = (2ax,2by), de modo que o dnico ponto critico de
h é (0,0) (que nao é solugdo do problema). A fungdo Lagrangiano é dada por L(z,y) =
22y — p(ax?® + by? — ¢) e os pontos criticos de L sdo tais que

oL

a5 By = 20(y —pa) =0
oL

aiy(w7y7:u’) = 1'2—2/1,by:0

%(l’, Y, :u’) = GZL'2 + by2 —C.

Como estamos interessados somente em solugdes com z # 0 e y # 0, da primeira equacao
segue que y = pa e da segunda que x = pv/2ba. Usando agora a tercera equagao obtemos
que p = é« /55 Assim, o "candidato”a solugdo do problema é (é, / %ac, V35)-

A andlise dos outros casos é deixado como exercicio.
Exemplo 6. Maximizar a funcido f(z,y) = xy sujeita a condigdo h(z,y) = z? +y% = 1.
Como Vh(z,y) = (2z,2y), vemos que o unico ponto critico é (0,0), de modo que podemos
usar o Teorema. A Lagrangiano é dada por L(z,y) = 2y — u(z? +9*> — 1) e

oL

%(x,y,u) = y—2ux =0,
oL

(Ty(x,y,u) = x—2uy=0,
oL

87/1(90;%/1) = .’E2+y2—C:0.

Das duas primeiras equacdes segue que y = 2ux, £ = 20y, de onde obtemos que = = 46%x
e = i%, pois a possibiliadade x = 0 pode ser descartada (porque ?). Do anterior,
r =4y = :I:%. Analisando os diferentes casos, podemos determinar os pontos de maximo
e minimo. A anélise dos outros casos é deixado como exercicio.



O caso n-dimensional com varias restrigoes de igualdade.

Nesta secao estudamos problemas da forma

(P) Maximizar f(x1,...,z,) sujeito as restri¢oes de igualdade
hi(z1,...,2n) =cC1,y. s hpm(x1, .0 x0) = ¢y,  myneN
Antes de enunciar o préximo resultado, lembremos do conceito posto de uma matriz.

Definicao 7. Seja A uma matriz de m filas e n colunas (A € M, ,,). O posto fila (coluna)
de A € o maior nimero de filas (colunas) linearmente independentes. Pode-se mostrar que
o posto fila de A € o posto coluna de A sao iguais.

Definigao 8. Dizemos que o posto de A é completo se P(A) = min{m,n}.

Se escrevemos a matriz A na forma A = (41, As,..., A,) onde A; € R™ representa a
i-sima coluna de A, vemos que o posto coluna de A é a dimensao do espaco gerado pelas
colunas A;, ou seja, a dimensao do espago {> 1 z;4; :x; € R, i=1,...,n}.

O estudo de valores extremos para este tipo de problemas ¢é feito de maneira similar
ao caso de duas varidaveis. Como antes, o seguinte critério é provado usando o teorema da
funcao implicita.

Teorema 9. Suponha que f(-),hi(-), ¢ = 1,...,N sdo funcgées de classe Cy, que a =

(a1y...,ay) € uma solugao do problema (P) e que o posto da matriz (ag;(;))iyj € maior ou
igual a m (o nidmero de restrigées de igualdade). Entdo existe (ui,...,u1m) € R™ tal que
(aypt1,- .., pm) € um ponto critico da fun¢do Lagrangiana
m
L(CC, M1y ,LLm) = f(l‘) - Z/’L’L[hl(x) - Ci].
i=1

Observagao 10. Pelo resultado anterior, podemos procurar as solugdes do problema (P)
estudando os pontos criticos da fungao Lagrangiano.

Exemplo 11. (P)Maximizar a fungao f(z,y) = xyz sujeita a condigoes hy(z,y, z) = 2% +
v2=1,hi(z,y,2) =0 +2=1.

2¢ 2y O
1 0 1
2 para todo (z,y) # 0. Portanto, a condigdo do Teorema que diz sobre o posto da matriz
é satisfeita. Estudemos agora os pontos criticos da fungao Lagrangiana que é dada por
L(z,y) = zyz — p1 (22 +y? — 1) — pa(z + 2 — 1). Os pontos criticos sdo solugoes das equagoes

Para comecar, notamos que (ag;(fl))i, j= (
;

> de onde vemos que o posto é

OL 5 0 oL 9 0 OL 0
_— z — xTr — = —_— = T2 — = —_— =Y — =
O Yy M1 M2 y ay 1y ) 92 Yy H2 3
oL oL

— =1—-a?—y? ——=1—-z—-—2=0.

Op Opa

Das equacoes anteriores vemos que % = 2u1 e xy = 3, de onde segue que

2

y272lu,1$7,u,2:y27%$7$y:():>y227$ z—xy’ =0
Y

= (1-2)(1—2)—2*1—2)—z(1 -2 =0
=1-z)(1-2*)—2*—2(1+2)) =0
= (1-2z)(1-32">—z)=0.

As raizes do polinomio dcima sdo x =1 e x = % V13 Usando a restricoes de igualdade e
avalido em f(-) podemos achar o ponto de méximo.



Exemplo 12. (P)Maximizar a funcio f(z,y) = 2%yz sujeita a condicoes hi(x,y,z) =
2+ y? =1 h(z,y,2)=2+2=1

Do exercicio anterior sabemos que (%)i, Jj = ( 21I 20y (1)
Teorema 16 pode ser usado. A Lagrangiana é dada por L(z,y) = xyz — py (2% + 3% — 1) —
pa(x 4+ z — 1), de onde obtemos que

) tem posto 2 e que o

OL OL OL
A =2ryz — 2w —py =0, — =a’z—2uy=0, —— =a’y—py=0,
oz Jy 0z
OL OL
— =1—a22—? —=1—-z—-—2=0.
(9,LL1 8,11,2
Do anterior segue que
22

2xyz — 21T — po = 2xYyz — —Zx — 2%y =0=2zy’z — 232 —2%y? =0
Y

=221 —2H)(1—2) -2’1 —2) —2°(1 —2*) =0

= z(l—2)(2(1 —2?) —2? —2*(1 + 1)) =0

= (1-2)(1-32%>—z)=0.
Exemplo 13. Estudar o problema (P) Maximizar a fungao f(z,y) = x%y*2>
condicdes hi(x,y,2) = 2> +y* =1, hi(z,y,2) =2+ 2 = 1.

sujeita a

Exemplo 14. Estudar o problema (P) Maximizar a funcio f(z,y) = zyz sujeita a condigoes
hi(z,y,2) =22 +y* =1, hi(z,y,2) = 2% + 2 = 1.

0.0.2 Exercicios

1. Mostrar que o ponto achado no exemplo 6 é realmente solugao do problema de oti-
mizacao.

2. Achar a distdncia mfnima e maxima da origem & elipse z? + 2y + 32 = 3. Estude o
mesmo problema anterior, mas para a elipse az? + by? = ¢?, sendo a, b, ¢ positivos.

3. Suponha que um produtor tem uma fungao utilidade da forma f(x,y) = kx%y*~%(a >
0) com orcamento p1z 4+ poy = ¢ > 0 sendo p; > 0. Estudar quando a utilidade é
maxima.

4. Estudar os pontos de méximo e minimo da funcdo f(z,y,2) = = + y + 22 que sejam
solucdes das equacoes x2 +y?> + 22 =1ey = 0.

5. Maximizar a funcdo f(x,y, ) = 2%y%2? sujeita a condicao x2 + y* + 22 = 2.

Otimizagao com restrigoes de desigualdade

Estudamos agora uma classe de problemas de otimizacao da forma

(P) Maximizar (minimizar) a funcao f(x1,...,x,) sujeita as condi¢oes hy(z1,...,2,) <
Cly ey hm(x1, .. x,) < ¢y sendo m,n € N .

Para estudar este problema dispomos do seguinte resultado.

Teorema 15. Suponha que as fungoes f(-), hi(-) sdo de classe C' em R? e que a = (a1, as)
€ uma solucao do problema

(P) Mazimizar f(x,y) sujeita as condigdo h(z,y) < b.

Seja L(+) € a fung¢ao Lagrangiana dada por L(x,y,u) = f(x,y) — plh(z,y) — cl.

Se h(a) = b e alguma das parciais mégl), %(;) é diferente de zero, ou h(a) < b, entdo
existe \* > 0 tal que
L L
g—x(a, A*) =0, g—y(a, A) =0, A*[h(a) =] =0, h(a)<b.



De maneira similar ao caso de otimizagao com restri¢goes de igualdade, temos um resultado
que nos permite estudar o caso com varias restrigoes de desigualdade.

Considere o problema

(P) Maximizar a funcdo f(x1,...,2,) sujeita as condigdes

hl(zl,...,xn) S b17...,hm,(f£1,...7l’n) S bm,

sendo m,n € N numeros fixos.

Teorema 16. Suponha que as funcoes f(-),h1(-),...,hm(-) sdo de classe C! e definidas

de um aberto U C R™ com valores em R, by,... b, sdo nimeros reais, a = (ai,...,an,)
é uma solugdo do problema (P) tal que h;(a) = b; para todo 1 < i < kg e h;(a) < b;
para i € {ko +1,...,m}. Seja L(-) a fun¢do Lagrangiana dada por L(z,Ai,...,A\m) =
f(z) =327 Ni[hi(x) — b;] e suponha que a matriz
ohi(a)  Ohi(a)
oz OTr
: : : (17)
ahko (a) L. ahko (U.)
Oz Oxy
tem posto kg. Entao existem multiplicadores de Lagrange nao negativos A1, ..., Ay tais que
oL .
a—(a,)\l,,)\m)zo, )\Z[hl(a)—bl]:0 e hz(a) Sb“ W:l,,m (18)
T

Observagao 19. Como antes, o Teorema anterior diz que podemos procurar 0s pontos que
maximiza o problema resolvendo as equagoes e desigualdades em (18).

Observagao 20. No que seque, diremos que a i-ésima restri¢io € ativa em a se h;(a) = b;.
De modo contrario, diremos que a condicdo i € indtiva.

Exemplo 21. Maximizar a fungdo f(z,y,z) = xyz sujeita as restrigdes hj(z,y,2) = z +
y+z<1,¢9(x,y,2) =2 >0,935(x,9,2) =y >0 e ga(x,y,2) =2>0.

Obviamente, o problema pode ser re-escrito na forma: Maximizar a fungdo f(x,y,z) =
xyz, sujeita as restrigoes hi(z,y,2) =x+y—+2 < 1, ho(x,y,2) = —x < 0,h3(x,y,2) = —y <
Oehy(z,y,2) = —2 <0.

Para usar o Teorema 21 temos que analizar a matriz definida em (30). Note que para
r € R3 a matriz é dada por

1 1 1
( 8$J’ )4,3_ 0 -1 0 (22)
0 0 -1

que tem posto 3, pois os trés vetores colunas da matriz sao L.I. Por otro lado, se a =
(a1,...,a,) é uma solucdo do problema de otimizacao, entdo no méxino trés das restri¢oes
podem ser ativas, de onde segue que condigdo do Teorema 16 relativa a matriz (30) é
satisfeita.

Note agora que a funcao Lagrangiana é dada por

L(z,y,2,A1, A2, A3, A1) = 2yz — M(T +y + 2 — 1) + daw + A3y + \gz.

Quando estudamos as condigoes em (31) obtemos

0z
AMlxz+y+2z—-1)=0 Aoz =0 Azy =0
Az =0 r+y+2<1 x>0,y>0,2>0

%ZQJZ*)Q‘F)\Q:O %:IZ’*)\1+)\3:0 aL:xYJ*)‘lJF)%:O



Como f(z,y,z) = 0 quando alguma das varidveis é zero, somente procuraremos por solugoes
com z >0,y >0, z > 0. As primeiras trés restricdes podem ser escritas na forma

M =yz+ A =22+ A3 =ay + A\ (23)

Consideremos separadamente os casos A\; =0 e A\; > 0. Se A\; = 0, entao segue que A\; =0
para todo i e que pelo menos uma das variaveis x, y, z tem que ser nula. Neste caso a fungao
a ser maximizada sera zero. Ou seja, 0 maximo que estamos procurando nao pode ser obtido
com \; = 0.

Suponha agora que A; > 0. Neste caso, da quarta equacao teremos que z +y + z = 1
de modo que pelo menos uma das varidveis x,y ou z é nao nula. Se x = 0, de (4)obtemos
A3 = Ay = A1 > 0, de onde segue (veja equagoes 6 e 7) que y = z = 0. Novamente, neste
caso terfamos f(z,y,z) = 0. Assim, no que segue podemos assumir que z > 0.

Se x > 0, da equagao 5 obtemos que A2 = 0 e usando a equagao 1 segue que y > 0 e que
z > 0. Assim, por 6 e 7 obtemos que Ay = A3 = \y = 0. Isto permite re-escrever a equagao
(4) da forma yz = xz = zy de onde segue que x = y = z. Assim, o ponto candidato a ser

ponto de maximo é z =y = z5 com A; = § (use 3).

Exemplo 24. Maximizar a funcio f(x,y,2) = x?yz sujeita as restricoes hi(x,y,z2) =
r+y+z<1, go(r,y,2) =22>0, g3(x,y,2) =y > 0 e ga(x,y,2) =2 > 0.

procedendo como no exercicio anterior, temos que analizar a matriz (30). Com antes, a
matriz tem posto 3, de modo que para aplicar o Teorema 16, no maximo trés das retrigoes
podem ser ativas. Como o problema dever tem uma solu¢ao com maximo positivo, podemos
supor que = # 0, y # 0 e que z # 0 e aplicaro o Teorema sem problemas.

A partir da Lagrangiana

L($»y7 2, )‘17 >\27 )‘37 )‘4) = :CQyZ - Al(l‘ + Yy +z— 1) + )\21" + )\334 + )\4Z7
obtemos Quando estudamos as condi¢oes em (31) obtemos

Fe=2ryz—M+X=0 F=a? N +X=0 =0y N +X\=0
Mrz+y+2-1)=0 Aoz =0 A3y =0
Az =0 r+y+2<1 r>0,y>0,2>0

Como estamos supondo x # 0, y # 0 e que z # 0 segue que Ao = A3 = Ay = 0 e que

M=2ayz=a2’2=0’y=>z2=9y A 2y=nux. (25)
Para finalizar temos que usar a condigdo \j(z +y+ 2 —1) =0. Se x + y + 2z = 0 obtemos
que 2y +y +y = 1 de onde segue que y = z = i ex = % Se A1 = 0, o problema pode ser

analisado estudando a fungao h(x) = 2y para h definida em [0,1] e é facil ver que h(-) em
maximo em y = 1. Do anterior, segue que a solucao do probema é dada por y = z = % e
1

Exemplo 26. Maximizar a fungao f(z,y, 2z) = xyz sujeita as restrigdes hi(z,y, z) = 2% +
y?+ 2% <1, go(,y,2) =2 >0, g3(2,9,2) =y > 0 e ga(w,y,2) = 2 > 0.
Neste caso, para aplicar o Teorema 16 temos estudar a matriz

20 2y 2z

Ohi(x), | =1 0 0

( 8$j )4,3_ 0 -1 0 . (27)
0 0 -1

Como a solugao do problema dever co-ordenadas nao zero e o posto da matris é trés, vemos
que o Teorema pode aplicado. A Lagrangiana é dada por

L(z,y, 2, A1, A2, A3, M) = ayz — A(@® + 92 + 22 = 1) + Xz + A3y + Mz,



de onde obtemos
B~y M+ da=0 B—as oM+ d =0 By At A =0
Mz+y+2z-1)=0 Xox =0 A3y =0
Az=0 r+y+2<1 z>0,y>0,2>0

Mais ainda, como x # 0, y # 0 e que z # 0 segue que Ay = A3 = Ay =0 e que

yz =2\, 2z =2My acy:Q)\lzé%:%:ﬁﬁﬁiyz:ZQa (28)
T Y z

Para continuar devemos usar a condigao Aj(z? + 4% + 22 — 1) = 0. Se 2% + ¢y + 22 =1,
seque que 322 =1 e que z = i%. Se 22 + 4% + 22 < 1, segue que \; = 0 de onde segue
que yz = xy = zx = 0 caso que nao é de interesse. Assim as solu¢oes do problema podem
ser achadas via relagao x = j:%.

Exemplo 29. Maximizar f(z,vy,2) = 2%y*2 sujeita as restricdes hy(z,y,2) =z +y+2 < 1,
92(3%1%75) = Z 07 g3(x7y7z) =Y Z Oez S 1.
Neste caso, para aplicar o Teorema 16 temos que estudar todas as sub-matrizes de

r oy =z
( 6$j )4,3_ 0 -1 0 (30)
0 0 1

A solucao do problema dever ter as trés coordenadas nao zero e como o posto da matriz
anterior é trés, vemos que qualquer caso onde algumas das restrigcoes seja ativa pode ser
estudado usando o Teorema. Note que o caso onde nenhuma restricao é ativa, tambem é
estudado pelo Teorema.

Neste exemplo a Lagrangiana é dada por

L(z,y, 2, A1, A2, A3, \g) = 2y — Mz +y+z— 1)+ Xaz + A3y + Ma(z — 1).

Usando o teorema obtemos que

oL oL _
Mz+y+2z-1)=0 oz =0 A3y =0
)\4(2—1)20,

%:21:1/22—)\1—&—)\2:0 %:2332?;2'—)\1—1—)\3:0 8L—x2y2+)\1—)\420

Como podemos supor que = # 0 e y # 0, obtemos que Ay = A3 = 0, de onde segue que
20z = Mi, 22%yz =M, 222 =AM -\ =0 (31)
Consideremos agora os casos \y =0 e Ay # 0. Se Ay # 0 temos que z =1 e
20y% = 22%y, 2P = M-\ =0, =z =1. (32)
Sedfq#0e N #0,entaoz+y+2—1=0ex =0,y =0, que é um caso que podemos
descartar. Se Ay # 0 e A\, = 0, segue que 222yz = A\; =0 e que z = 0 ou y = 0. Assim, esta
opcao tambem pode ser descartada.

Do anterior vemos que o ponto de méximo dever ser procurado supondo Ay = 0. Se
Ay = 0, das igualdades iniciais temos que

A = 2xy2z = 2x2yz = x2y2 =z =y=2z

Se Ay =0 e A\ #0, entao

1 2
=l z===x=9y=—.
rT+y+z z 5 =y 5



e (
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, 2, %) é candidato a maximo.
Se Ay =0e Ay =0, entao

0=2x1y°2=22%yz=2%2=2=0V y=0V 2=0, (33)

que é um caso que podemos descartar. Do anterior podemos concluir que (%, %, %) é a
solucao do problema.

Exemplo 34. Maximizagao de utilidade Representemos por x; a quantidade de uma

mercadoria i e por f(x1,...,x,) o nivel de utilidade ou satisfagdo com o consumo de x;

unidades do produto i. Denotemos por p; os valores da mercadoria i e por I a renda indi-

vidual disponivel. Neste caso, desejamos mazimizar a fungdo f(.) (a utilidade ou bem estar
n

do consumo) sujeito a restri¢io orcamentdria Zpixi < I z; > 0,Yi. Para estudar este
i—1

problema via a teoria anterior, assumiremos que aap—i*) > 0 para todo x e cada j. Isto nao é

uma grande restricao, mais ainda € uma restri¢do natural. A positividade das derivadas diz

que a satisfacdo ou a utilidade do cresce com o consumo. Além do anterior, supomos que a

condi¢da do Teorema 21 sobre a matriz (30) é satisfeita para todo .

A funcao Lagrangiana € dada por
L("E, )\1, ey )\n+1) = f(if) — )\[Zpll'z - I} + Z )\j{Ej.
i=1 j=2

Note que das equagdes
oL dp

87551-(36’)\) = O,

(z) — Ap;i =0,
e da hipotese %p—x) > 0 para todo x e cada j, obtemos que o multiplicador de Lagrange nao

pode ser zero. Assim, teremos A > 0 e como consequéncia de (1) teremos que o problema
pode ser tratado como um problema de mazximizagdo com restricao de igualdade. O anterior
nao € surprendente, pois podemos esperar que a maior utilidade ou bem estar do consumo
seja obtida usando todo o capital.

0.0.3 Exercicios

1. Maximizar a funcao f(z,y, ) = 22 + y? sujeita as condicoes 2z +y < 2,2 > 0,y > 0.

2. Maximizar a fungdo f(x,y,r) = 2y? — x sujeita as condigdes 22 + 3> < 1,2 > 0,y > 0.

Problemas de optimizagao com varias restrigoes de desigualdade é igualdade

Fromulamos este tipo de problemas na forma
(P) Maximizar a funcdo f(z1,...,z,) sujeita as condigoes

IN

g1(x1, ..y xn) <bi, ... gk(T1, ..., 2p) bg,

hi(zy,...,xn) =c1yo o (T, .oy 2n) = Cmy

sendo m, k € N e b;, ¢; nimeros reais fixos.
Para este caso, o seguinte resultado de maximizagao é valido.

Teorema 35. Suponha que f,hi,...,hm,, g1,-..,gk SGo funcées de classe C' definidas de
R™ em R, by,...,bm, C1,...,Ck SG0 numeros reais e que “a”’ € um ponto de mdximo local de
f() tal que g;(a) = b; para todo 0 < i < ko <k egila) <b; parai€ {ko+1,...,m}.

Seja L(+) a funcdo Lagrangiana dada por

k m

Lz, Ay .oy Ay i1y -y i) = f2) — Z)\l[gz(a@) —b) - Zuz[hl(x) — ¢

i=1 i=1



e suponha que a matriz

9g91(a) .. 9g91(a)
Ox1 Tn
agko (a) .. agko (a)
oxq Oy,
(36)
Ohi(a) . Ohi(a)
oz 0Ty
Ohm(a)  Ohm(a)
oz 0Ty
tem posto posto maximo kg +m (note que kg + m < n). Entdo existem nimeros reais nao
negativos Ai, ..., \g € numeros reais iy, ..., MUy tais que
oL

87(a’)\’ ce Amy s ) = 0, X[gi(a) —bi] = 0,h(a) =¢; e gs(a) <cs, (37)
P

para cadap=1,...,ni=1,...)k,j=1,...,metodos=1,... k.

Exemplo 38. Maximizar a funcio f(z,y) = z — y? sujeita as restricoes 22 + y? = 4,
x>0y >0.

Estudemos a matriz definida em (36). Note que se as duas restrigoes de desigualdade
sao ativas, entao a restricdo de igualdade nao é verificada. Assim, pelo menos umas das
restrigoes de desigualdade deve ser nao ativa. Se uma das restrigoes de desigualdade é ativa
teremos uma das seguintes matrizes

-1 0 0 -1

2r 2y ou 20 2y )’
ambas com posto 2. Portanto, se existe uma solugao nao nula do problema de maximizagao,
a matriz associada a esta solucdo verificard a condigbes do teorema.

Seja L(x,y, pt, A1, A2) = @ — y? — p[w? + y? — 4] + Mz + Aoy Lagrangiana associada ao
problema. Neste caso, das equagoes no Teorema 35 temos que
9L =1 —2uz 4+ A =0 % =2y —2uy+X=0 22+9y>—4=0
AMx=0 Aoy =0

Da primeira condigao segue que 1 + A\; = 2ux, de modo que p > 0 e x > 0, pois A; > 0.
Se y # 0, temos que A\; = Ay = 0 de onde obtemos que

1=2pz, 2y=2py =p=-1 AN x=-1,

de onde segue que a solugao dever ser procurada com x # 0 e y = 0. Desta ultima afirmagao
segue que a solugao do problema é (2,0).



