Arvores

I Nesta aula veremos
conceitos e definicoes
sobre arvores

J Diferentemente das
estruturas de pilhas, filas e
listas que sao lineares, uma
arvore € uma estrutura de
dados nao linear
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Introducao

1 Como visto, listas podem ser convenientemente definidas
da seguinte forma: Uma lista do tipo T &

= Uma lista (estrutura) vazia ou

= Uma concatenacao (cadeia) de um elemento do tipo T com uma
lista cujo tipo basico também seja T

J Nota-se que a recursao € utilizada como ferramenta de
definicao

J Um arvore € uma estrutura sofisticada cuja definicao por
meio de recursao € elegante e eficaz

J Uma arvore, com tipo T, pode ser definida recursivamente
da seguinte forma:

= Uma arvore (estrutura) vazia ou

= Um nd do tipo T associado a um numero finito de estruturas
disjuntas de arvore do mesmo tipo T, denominadas subarvores




Introducao

JObservando a similaridade das definicoes é
evidente que uma lista possa ser
considerada como uma arvore na qual
cada no tem, no maximo, uma unica
subarvore

JPor este motivo, uma lista € também
denominada arvore degenerada




Definicao

JUma arvore € um conjunto finito de um ou mais
nos (ou vertices) tais que
= Existe um no especial, denominado raiz

= Os demais nds encontram-se desdobradosem n =0
conjuntos disjuntos T,, ..., T,, sendo que cada conjunto
se constitui numa arvore

= T,,...,, T, sdo denominadas subarvores da raiz
J Utilizaremos grafos para representar arvores

J Todavia, existem outras representacoes
equivalentes para arvores: conjuntos aninhados
(diagrama de inclusao), parénteses aninhados,

paragrafacao (indentation)




Representacoes

JdUma arvore € um grafo sem ciclos




Representacoes

JGrafo 1 Conjuntos aninhados




Representacoes

JGrafo JParénteses aninhados
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Representacoes

- Grafo ] Paragrafacao
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Representacoes

J Grafo
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Nos (Vertices)

JEsta arvore possui 12 nos (ou vertices)




Arestas (Arcos)

JUma aresta (arco) liga um no a outro

— arestas




Raiz

Normalmente as arvores sao desenhadas
de forma invertida, com a raiz em cima




Subarvores

INo exemplo, o0 n0 A possui trés
subarvores (ramos) cujas raizes sao B, C
eD




Subarvores

INo exemplo, o no B possui duas
subarvores (ramos) cujas raizes sao E e F




Folha

JUm no sem descendentes (sem filhos ou sem
sucessores) € denominado terminal ou folha




Nao-Folha

JUm no com descendentes (com filhos ou com
sucessores) € denominado nao-terminal ou nao-
folha ou interior




Floresta

JUma floresta € um conjunto de zero ou
mais arvores

INo exemplo, temos 3 arvores que
compdem uma floresta

i




Grau de um N6

1O numero de descendentes (imediatos) de um no

é denominado grau deste no NG Grau
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Grau de um N6

J O numero de descendentes (imediatos) de um no é

denominado grau deste no

Z
o\

Grau

J Portanto, o grau de uma folha € zero

w

(e vice-versa)
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Grau de uma Arvore

] O grau maximo atingido pelos nds de uma arvore €
denominado grau desta arvore

1 No exemplo, o grau da arvore € 3




Arvore Completa

J Uma arvore de grau d € uma arvore completa (cheia) se
= Todos os nds tem exatamente d filhos, exceto as folhas e
= Todas as folhas estao na mesma altura

1 No exemplo, a arvore de grau d=3 € completa




Pal

] As raizes das subarvores de um n6 X sao os filhos de X;

X € o pai dos filhos

NO Pai Nos Filhos
A B,C,D
B E,F
C G
D H, I, J
E K
F i,

G i,
H L
| i,
J i,
K i,
L i,

N



Irmao

] Os filhos (descendentes) de um mesmo no pai
(antecessor) sao denominados irmaos

Irmaos

) (o (®, °.C.0
E,F

H, I J




AvO & Demais Parentes

1 Podemos estender essa terminologia para avo, bisavo, e

demais parentes

Nos

Avo

E.,F.GH,IJ

K

W | >

L

Nos

Bisavd

K, L




Caminho

JUma sequéncia de nos distintos vy, v, ..., v, tal
gque sempre existe a relacao
= “v.éfilhodev,,"ou“v,épaidev,,,1<i<k
é denominada um caminho entre v, e v,
JDiz-se que v, alcanca v, ou que v, € alcancado
por v,
JUm caminho de k veértices vy, v, ..., v, € formado
pela sequéncia de k-1 pares de nos (v4,V,),

(V2,V3), -os (Vicos Vi) (Viers Vi)
= k-1 € o comprimento do caminho
= Cada par (v, v.,4) € uma aresta ou arco, 1 /< Kk

laYa)



Caminho

1 No Exempilo:

= A, D, H, Léumcaminho entre A e L, formando pela sequéncia de arestas
(A,D), (D,H), (H,L)

= O comprimento do caminho entre AeL é 3

~N~7



Antecessores

] Os antecessores (antepassados) de um no6 sao todos
0S NOS No caminho entre a raiz e o respectivo no

J No exemplo, os antecessores de L sao A, D e H




Nivel

J O nivel (ou profundidade) de um no € definido
admitindo-se que a raiz esta no nivel zero (nivel um)

J Estando um nd no nivel i, seus filhos estardao no nivel i+1

1 Nao existe um padrao quanto ao nivel adotado para a
raiz, que determina o nivel dos demais noés

] Assim, a raiz pode ser admitida como estando
= No nivel zero
= Alternativamente, no nivel um
J No restante desta apresentacao, vamos adotar a raiz no

nivel zero

= A adequacgao das férmulas e algoritmos caso a raiz seja
considerada no nivel um é deixada como exercicio

laYTaY



Nivel

J No exemplo, os nos:
= B, C e D estao no nivel 1
= Kel estdo no nivel 3

N



Altura de um NO

J A altura de um no é o numero de arestas no maior
caminho desde o n6 até um de seus descendentes

J Portanto, as folhas tém altura zero

J No exemplo, os nos:
= K, F,G, L, I,Jtém altura 0
= E,CeHtém altura 1
= BeDtém altura 2
= Atem altura 3




Altura de uma Arvore

A altura (ou profundidade) de uma arvore € o
nivel maximo entre todos os nos da arvore ou,
equivalentemente, € a altura da raiz

JINo exemplo, a arvore
possui altura 3




Numero Maximo de Nos

1O numero maximo de nés n(h,d) em uma
arvore de altura h é atingido quando todos
0S NOs possuirem d subarvores, exceto 0s
de nivel h, que nao possuem subarvores

JPara uma arvore de grau d

= Nive
= Nive
= Nive

0 contém d° (um) noé (raiz)
1 contém d' descendentes da raiz
2 contém d? descendentes

= Nivel i contém d' descendentes




Numero Maximo de Nos

JAssumindo d=3
= Nivel 0: 1 no (raiz)
= Nivel 1: 3 n0s
= Nivel 2: 32 =9 nos
= Nivel 3: 33 = 27 n6s
An(3,3)=1+ 3+ 9 + 27 = 40 nds
()




Numero Maximo de Nos

JPortanto, o numero maximo de nos
n=n(h,d) € soma do numero de nés em
cada nivel, ou seja:

h
n=n(h,d)=> d =d’+d' +d*+---+d"
i=0

h h+l
dezd L d>1
i=0 d—1




Arvores (Perfeitamente)
Balanceadas

JUma arvore € balanceada se, para cada
no, a altura de suas subarvores diferem,
no maximo, de uma unidade

JUma arvore € perfeitamente balanceada
se, para cada no, os numeros de nos em
suas subarvores diferem, no maximo, de
uma unidade

JTodas as arvores perfeitamente
balanceadas também sao arvores
balanceadas




Arvores Perfeitamente Balanceadas
de Grau 2
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Arvores Balanceadas de Grau 2




Arvore Orientada

 Uma arvore orientada (ordenada) € uma arvore na qual os filhos de
cada no sao orientados (ordenados)

A orientacao € da esquerda para a direita
1 As duas arvores orientadas seguintes sao distintas




Implementacédo de Arvores

JArvores podem ser implementadas
utilizando listas encadeadas
= Cada no possui um campo de informacao e

uma serie de campos de ligacao, de acordo
como numero de filhos daquele no

Campo de ligacao Campo de ligacao
Dados . . . .
para a segunda subarvore para a proxima subarvore
4 > ° > o °
Campo de ligacao Campo de ligacao

para a primeira subarvore para a proxima subarvore




Implementacédo de Arvores

JEntretanto, € mais simples o caso em que
cada no tem um numero maximo de filhos d
pre-estabelecido

° ° g
Dados Campo de ligacao Campo de ligacao Campo de ligacao
para a primeira para a segunda para a d-ésima

subarvore subarvore subarvore




Implementacédo de Arvores

JPor exemplo, a arvore ... pode ser

ternaria seguinte Implementada como
(d=3)...
root
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Arvores Binarias (AB)

- Arvores binarias sdo arvores orientadas de grau 2

J Uma arvore binaria € uma estrutura que € ou vazia ou
possui 3 componentes:
= Umaraiz
= Uma subarvore esquerda
= Uma subarvore direita

J As subarvores devem ser arvores binarias

Sub-arvore /
I
esquerda

\
\

v Sub-arvore
1 . .
I direita




Arvores Binarias

J Podemos, por exemplo,

representar uma ‘
expressao aritmética (com

operadores binarios) por 0 ‘
meio de uma AB, na qual

cada operador € um no da

arvore e seus dois e 0 @ ‘
operandos representados

como subarvores

J A arvore ao lado Q e Q G

representa a expressao
(a+b/c)*(d-e*f)




Arvores Binarias

JAs duas AB seguintes sao distintas
= (1) a primeira tem subarvore direita vazia
= (ii) a segunda tem subarvore esquerda vazia

(i) (ii)




Arvores Binarias

JExemplos de AB
_(i) assimetrica a esquerda (degenerada)
_(ii) completa




Arvores Binarias

JO numero de maximo de ndés em uma
arvore binaria de altura h € dado por:

h
n=n(h2)=>)2"=2""-1
i=0

JPortanto, n elementos podem ser
organizados em uma arvore binaria de
altura minima = log, n

h = \_log2 (n+1)— IJ




Arvores Binarias de Altura Minima

h n
0 1
1 3
2 7
3 15
4 31
5 63
6 127
7 255
8 511
9 1023
10 2047
n h
1 0
2 1
3 1
4 2
5 2
6 2
7 2
8 3
9 3
10 3
11 3
12 3
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14 3
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16 4
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Arvores Binarias de Altura Minima

n h
1.E+03 9
1.E+06 19
1.E+09 29
1.E+12 39
1.E+15 49
1.E+18 99
1.E+21 69
1.E+24 79
1.E+27 89
1.E+30 99
1.E+33 109
1.E+36 119
1.E+39 129
1.E+42 139
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Percurso em AB

JSeja uma AB em que R denota suaraiz, Ee D
denotam as subarvores esquerda e direita,
respectivamente

1 Os n6s de uma AB podem ser visitados de trés
formas (varredura da arvore):
= Pré-ordem (pre-order): R, E, D
*»visitar a raiz antes das subarvores e
= Em-ordem (in-order): E, R, D

= Pos-ordem (post-order): E, D, R e ﬂ
*»*visitar a raiz apos visitar as subarvores




Percurso em AB

JPré-ordem: A,B,D,H, E,C, F, I, G




Percurso em AB

JEm-ordem: H,D,B,E, A, ILF, C, G

N



Percurso em AB

JPds-ordem: H, D, E, B, I, F, G, C, A

Inllo )



Percurso em AB

JPré-ordem
= *+a/bc-d*ef
JEm-ordem
=aga+b/c*d—-e*f
JP6s-Ordem
=abc/+def*-*




Implementacao de Arvores Binarias

E natural a implementacdo de arvores por
meio de ponteiros

JComo toda arvore possui uma raiz (root),
uma arvore vazia pode ser representada
por um ponteiro aterrado (NULL em C++)

JCada n6 em uma arvore binaria possui um
campo de dados, um ponteiro para a
subarvore esquerda e um ponteiro para a
sub-arvore direita




Implementacéo de Arvores Binarias

Campo de dados ]
(Entry) NO
o | o (TreeNode)
Campo de ligacao Campo de ligacao
para subarvore esquerda para subarvore direita
(LeftNode) (RightNode)
Esquematicamente:
Dados

Ligagao Ligagdo

para subarvore esquerda para subarvore direita

—mrn



Questao

Utilize estas ideias

para escrever uma
declaracao de tipo que
poderia implementar
uma arvore binaria
para armazenar valores
Inteiros.

Vocé tem 5 minutos
para escrever a declaragao




Uma Solucao

class BinaryTree

{ public:
BinaryTree();
~BinaryTree();
void Insert(int x);
void Delete(int x);
bool Search(int x);

private:

/[ declaracao de tipos

struct TreeNode

{ int Entry; /[ tipo de dado colocado na arvore
TreeNode *LeftNode, *RightNode; // subarvores

5
typedef TreeNode *TreePointer;

/l declaragcao de campos
TreePointer root;

o



Uma Solucao

class BinaryTree

{ public:
BinaryTree();
~BinaryTree(); .
void Insert(int x); Observe que o tipo
void Delete(int x); TreeEntry nesse caso é

bool Search(int x); ] .
um inteiro
private:

/[ declaracao de tipos

struct TreeNode

{ int Entry; // tipo de dado colocado na arvore

TreeNode *LeftNode, *RightNode; // subarvores

I3
typedef TreeNode *TreePointer;

/l declaragcao de campos
TreePointer root;

Il aY



Implementacao de Arvores Binarias




Implementacao de Arvores Binarias

root@
N
N L




OperacoOes Basicas

1 Com a definicao dada ja € possivel implementar
alguns metodos para AB que tambéem se aplicam
para ABB (vista a sequir)

1 Como os algoritmos em geral sao recursivos,
serao declarados dois métodos de mesmo nome

= O meétodo publico que faz uma chamada ao método
privado de mesmo nome, passando 0s parametros
necessarios para o metodo privado recursivo
(normalmente a raiz; mas outros parametros tambem
podem ser passados)

= O método privado que efetivamente implementa o
algoritmo recursivo

nnNn



Numero de Nos

int BinaryTree::Nodes();
= pré-condicdo: Arvore binaria ja tenha sido criada
= poOs-condicdo: retorna o numero de nos existentes na
arvore
JUma idéia para encontrar o numero de ndés €
utilizar recursao:
= Caso base: uma arvore vazia possui zero nos

= Caso recursivo: uma arvore que contém um no possui
1 (o proprio n6) somado ao numero de nds na sua
subarvore esquerda somado ao numero de nos na sua
subarvore direita

nn



Numero de Nos

int BinaryTree::Nodes() // metodo publico
{ return Nodes(root);

int BinaryTree::Nodes(TreePointer &t) // metodo privado
{
if(t == NULL)
return O;

else
return 1 + Nodes(t->LeftNode) + Nodes(t->RightNode);

}




Numero de Folhas

int BinaryTree::Leaves();
= pré-condicdo: Arvore binaria ja tenha sido criada
= pos-condicdo: retorna o numero de folhas existentes
na arvore

JNovamente, o uso de recursao permite encontrar
o numero de folhas:

= Caso base 1. uma arvore vazia possui zero folhas

= Caso base 2: um né cujas subarvores esquerda e
direita sao ambas vazias € uma folha

= Caso recursivo: o numero de folhas de uma arvore que
contém um no (ndo nulo) é determinado pelo numero
de folhas da subarvore esquerda deste n6 somado ao
numero de folhas da subarvore direita deste n6

nr



Numero de Folhas

int BinaryTree::Leaves()
{ return Leaves(root);

int BinaryTree::Leaves(TreePointer &t)
{ if(t == NULL)
return O;
else
if(t->LeftNode == NULL && t->RightNode == NULL)
return 1;
else
return Leaves(t->LeftNode) + Leaves(t->RightNode);




Altura

int BinaryTree::Height();
= pré-condicdo: Arvore binaria ja tenha sido criada
= poOs-condicdo: retorna a altura da arvore

JA definicao de altura de uma arvore nos leva ao
seguintes casos

= Caso base: a altura de uma arvore vazia € -1 (por
definicao a altura das folhas e 0; portanto parece
natural adotar -1 como a altura de uma arvore vazia)

= Caso recursivo: a altura de uma arvore que contém um
no (nao nulo) &€ determinada como sendo a maior
altura entre as subarvores esquerda e direita deste no
adicionado a um (uma unidade a mais de altura devido
ao proprio no)

n=-7



Altura

int BinaryTree::Height()
{ return Height(root);

int BinaryTree::Height(TreePointer &t)
{ if(t == NULL)
return -1;
else
{ intLR;
L = Height(t->LeftNode);
R = Height(t->RightNode);
If(L>R) return L+1; else return R+1;
}
}




Percurso em Pré-Ordem

JPara percorrer uma AB em pré-ordem, assume-
se que existe um procedimento (ou metodo)
denominado

= void process(TreeEntry x)

Jque efetua algum tipo de processamento com o
valor x passado como parametro, lembrando que
TreeEntry € o tipo de dado que € colocado na AB

1 Os demais percursos sao similares e sua
implementacao fica como exercicio




Percurso em Pré-Ordem

void BinaryTree::PreOrder()
{ PreOrder(root);

}
[~ e -
void BinaryTree::PreOrder(TreePointer &t)
{
iIf(t '= NULL) Em situagdes
{ process(t->Entry); mais simples,
PreOrder(t->LeftNode); g ;Z‘;if{iu‘,?;’gi,ifr
PreOrder(t->RightNode); um comando de
} escrita

}




Percurso em Pré-Ordem

void BinaryTree::PreOrder()
{ PreOrder(root);

void BinaryTree::PreOrder(TreePointer &t)

{
iIf(t '= NULL) /— Em situagbes
{ cout << t->Entry << end]; mais simples,

process pode ser

PreOrder(t->LeftNode); substituido por
PreOrder(t->RightNode); um comando de
} escrita

}




Impressao

JA impressao de uma arvore binaria pode
ser efetuada utilizando algum dos
percursos (pre-, in- ou pos-ordem) ou
qualquer outra estratégia que for mais
adequada

JA implementacao seguinte imprime com
deslocamentos (espacos) uma AB




Impressao

void BinaryTree::Print()
{ BinaryTree::Print(root,0);

void BinarySearchTree::Print(TreePointer &t, int s)
{inti;
if(t '= NULL)
{ Print(t->RightNode, s+3);
for(i=1; i<=s; i++)
cout << * % // espacos
cout << setw(6) << t->Entry << end|;

Print(t->LeftNode, s+3);

}
}




Consideracoes Finais

I Nesta apresentacao foram vistos varios conceitos
sobre arvores e arvores binarias, incluindo alguns
algoritmos mais elementares

J Entretanto, imagine o processo de busca de
informacao em uma arvore (binaria ou nao)

= Se as chaves nao estao em uma ordem pré-
estabelecida, toda a estrutura precisa ser percorrida
para encontrar uma determinada chave (no pior caso),
O que nao seria eficiente

JVeremos na proxima apresentacao uma forma de
melhorar o tempo de busca, utilizando Arvores
Binarias de Busca
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