I OLIMPIADA REGIONAL Nivel 111
DE MATEMATICA Nivel Médio
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Nome do Aluno (a):

INSTRUCOES

. A prova pode ser feita a ldpis ou caneta (é preferivel a caneta).

. Preencha a ficha e folha de respostas com seu nome, data de nascimento e ndo esqueca de assiné-lo.
. A duragao da prova é de 4 horas.

Nao é permitido o uso de instrumentos de desenho, calculadoras ou quaisquer fontes de consulta.

. Os espacos em branco na prova podem ser usados para rascunho.

. Ao final da prova, entregue ao professor a ficha e folhas de respostas.

SN

(Cada problema vale 10 pontos. Total de pontos 50)

Escreva as solugoes completas dos problemas nas folhas de respostas com sua identificacdo. Tudo que vocé escrever serd

levado em conta na avaliacdo. Justifique cada uma das respostas.

1. Considere todas as fungoes de variavel real f(x) da forma f(x) = ax + b, sendo

a e b sdo numeros reais. Se f3(z) = f(f(z)), f2(x) = f(f(f(x))) e em geral,
f"(z) = f(f(...f(x)...)). Para que valores de a e b se verifica que f?°(z) =z
—_—

n vezes
para todo niimero real x?.

2. Quantos nuimeros capicuas de 5 algaritmos sao multiplos de 377 Lembre-se que um
namero é dito capicua se quando lido da esquerda para direita ou da direita para
esquerda, representa sempre o mesmo valor.

3. Trés numeros reais nao nulos x, y, z, nesta ordem, estao em Progressao Aritmética.
Seus quadrados, na mesma ordem, também estao em Progressao Aritmética. Nestas
condigoes, prove que X, y, z, nesta ordem, também estao em Progressao Geométrica.

4. Mostre que entre qualquer grupo de seis pessoas, pelo menos trés sao mutuamente
conhecidas, ou pelo menos trés sao completamente estranhas.

5. Considere a aplicagdo T" que a cada 4-upla (a, b, ¢,d) formada por nimeros inteiros
positivos (possivelmente 0) nos dé a 4-upla,

T(avban) = <|Cl—b|, |b_ C|7 |C_d|7 |d_a|)7

onde |z| denota o valor absoluto de nimero x. Assim, por exemplo,



7(0,1,2,3) = (|0 — 1],[1 = 2,[2 = 3[,|3—0]) = (1,1,1,3),
T(1,1,1,3) = (J1 — 1], |1 = 1|, |1 = 3[,|3 = 1]) = (0,0,2,2).
Considere Ey = (a,b,¢,d), By = T(FEy), By = T'(F1), e recursivamente
Eiyn =T(E;), para cadai=1,2,3...
Serd que a partir de alguma etapa a seqiiéncia Ey, Fy = T(Ey), Ey = T(E),

E3 =T(E,),..., passara a ser (0,0,0,0) independentemente dos valores iniciais de
a,b,ced?



