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DE MATEMATICA
DE RIBEIRAO PRETO

e Cada questao da parte A da primeira fase vale 4 pontos e cada questao
da parte B vale 10 pontos (total de pontos do nivel 1 segunda fase = 60

pontos).

e A publicacao da Nota de Corte da segunda fase sera no dia 17 de setembro
no site www.ffclrp.usp.br/dfm. Lembre que 13 de setembro é data limite

para o envio do relatério.

GABARITO PARTE A

No da Questao | Resposta
Questao No 1 A
Questao No 2 A
Questao No 3 C
Questao No 4 B
Questao No 5 | anulado
Questao No 6 B
Questao No 7 E
Questao No 8 D
Questao No 9 E
Questao No 10 B

1. Suponhamos que os 9 quadrados sao nomeados como ¢é apresentado na seguinte
figura, sendo que o menor quadrado em preto corresponde ao quadrado a.
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Imediatamente da figura obtemos o seguinte sistema

at+b=c (1)
atc=d (2)
c+d=e (3)
d+e=f (4)
b+ct+e=yg (5)
b+g=nh (6)
at+d+f=1 (7)

e logo também f + i = g + h. Resolvendo as equagoes (1)-(8) em termos de a e b
obtemos 5a = 2b. Porém a é b nao apresentam um fator comum entao necessaria-
mente a = 2 e b =5, o qual implica f =25, h = 33 e i = 36. Os lados do retangulo
sao portanto i + h =61 e f 4+ 1= 69, e entao o perimetro é 260.

Resposta: (A)

. Note-se que um ntimero com estas condigoes pode ser escrito como (k + 3) x 103 +
(k+2)x 10+ (k+1) x 10+ k com k =0,1,2,3,4,5,6. Por outro lado, se g e 7y,
denotao, respectivamente, o quociente e resto na divisiao do niimero (k + 3) x 103 +
(k+2) x 102 + (k + 1) x 10+ k por 37, entdo

(k+3)x10°+ (k+2) x 10° + (k+ 1) x 10 + k = 37 X g, + 7%,

note-se tambem que se consideramos o seguinte nimero com a propriedade requerida
teremos que

(k+4)x10°+ (k+3) x 10+ (k+2) x 10+ (k+1) = (k+3) x 103+ (k+2) x 102+ (k+
1)x10+k+(103+1024+10+1) = 37 x g+ 7%+ (37x 30+ 1) = 37 x (qx+30) + 7+ 1.

Podemos entao afirmar que o quociente na divisao por 37 aumenta em 30 e o resto
em uma unidade (desde que 7, + 1 < 37).

Usando isto e o fato que 3210 = 37 x 86 + 28 (para k = 0, gy = 86 e 19 = 28) entao,
a soma dos restos serd: ro+ 71y +ro+r3+ry+rs+re =284+ (28+1)+ (28 +2) +
(28 +3)+ (28 4+4) + (28 +5) + (28 +6) = 217

Resposta: (A)

. Denotaremos por x a quantidade de alunos e por y a quantidade de assuntos. Dai
descrevendo o problema em termos de x e y obtemos:

Fazendo duplas, um aluno ficaria sozinho sem realizar trabalho é descrito por:
y=2—-1 (8)

Fazendo trios, dois assuntos nao seriam trabalhados pela turma toma a forma
3y—2)==x (9)
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Substituindo (8) em (9) obtemos

r—1
2

3( —2)=zre3r—-1-4)=2r<2=15

Resposta: (C)

. Seja um triangulo retangulo com catetos medindo n e n + 1, e a hipotenusa com
medida n + 2. Pelo teorema de Pitagoras

n+m+1)P=m+2esn’+n +2n+l=n*+4n+4on*-2n—-3=0

Como n = 3 é a unica solugao positiva, logo existe um unico triangulo retangulo
com a propriedade exigida, a saber, com lados 3,4 e 5.

Resposta: (B)

. Por erro de digitagao a condicao de os lados dos triangulos serem ntimeros inteiros
(positivos) nao foi colocado. Sem esta condi¢ao todos os itens sdo respostas ao
problema.

Solugao:

Denotemos por ¢ o comprimento da hipotenusa e por b o comprimento do outro
cateto. Pelo teorema de Pitdgoras temos (13)* + b* = . Dal, ¢ — b* = (13)* =
(c+b)(c—b) = (13)% A tnica possibilidade para c e b inteiros é

c+b=169
c—b=1 ’

Disto segue que 2¢ = 170 o que implica ¢ = 85. Substituindo no sistema temos
b = 84. Portanto, o perimetro é P = 13 + 85 + 84 = 182.

Por outro lado, observemos que em geral a equagao (c + b)(c — b) = (13)? terd
infinitas solugoes (com ¢ e b nado inteiros), logo para qualquer valor k > 26 existirao
sempre um triangulo retangulo, com um catateo de comprimento 13, tal que seu
perimetro seja k

. O numero de possibilidades de se escolher um goleiro é 2. O ntimero de possibilidades
de se escolher 4 dentre 10 jogadores de linha é dado por

10 x9x8xT7
4] ’

Logo, o nimero de possibilidades de se comegar uma partida é

10x9x8x7 10x9x8x7
2 X =

m 3o =10 x 3 x 2 x 7 =420.

Resposta: (B)



7. Se x = 4|2 2\/2\/2\/2\/2\/f entdo 22 = 2, |2 2\/2\/2\/2\/2\/f = 2.

10.

Dai, 2% — 2z = 0 o que implica z = 0 ou = = 2. Evidentemente, = # 0, pois v/2 > 1.
Portanto, x = 2.

Resposta: (E)

. a5 = 35 implica que 5 - 7 = 35 = ay(as + a2). Dali, temos duas possibilidades:

primeira possibilidade: ay =5¢e¢ a3+ ay = 7.
segunda possibilidade: as =7 e az + a; = 5.

Facilmente vemos que a primeira possibilidade nao ocorre. De fato, como ay =
as(as + a1), se tivéssemos ay = 5 entdo teriamos duas possibilidades:

i) a3 =1e ay+a; =5. O que é impossivel pois a3 + as = 7.
ii) a3 =5 e ay+a; = 1. O que é impossivel pois az + as = 7.

Portanto, a4 = 7.

Resposta: (D)

. De 1 ao 100 existem 50 ntimeros impares que somados aos outros 50 nimeros pares

da um numero par. Se for trocado o sinal 4+ por um sinal — no nimero n, isto é, se
trocamos +n por —n, em realidade estaremos substraindo 2n a K. Mas K e 2n sao
nimeros pares, logo K — 2n sera sempre um numero par. Podemos entao concluir
que nunca sera possivel obter 1991 do modo solicitado.

Resposta: (E)
Queremos n inteiro positivo tal que

3n® + 9n + 86
% =k, para algum inteiro positivo k.
n

Da igualdade acima temos 3n? + 9n + 86 = k5(n + 2); simplificando o primeiro
membro desta igualdade temos (3n+3)(n+2)+80 = k5(n+2). Como n+ 2 divide
(3n + 3)(n + 2), temos, pela tltima igualdade, que n + 2 divide 80 = 5 - 2. Assim,
os possiveis valores de n + 2 sao

1,2,4,5,8,10,16, 20,40 e 80
e, consequentemente, os possiveis valores para n sao
—1,0,2,3,6,8,14,18,38 e 78.

Porém, os tnicos valores positivos de n, dentre os encontrados acima, tais que

3n%2+9 86
on YR T oD 5+ +n1—(;— é um inteiro, sao n = 8 e n = 14.
n

Resposta: (B)



GABARITO PARTE B

1. Suponha que as cartas dispostas da esquerda para a direita sejam A, B e C. Bruno,
Daniel e Joao Pedro sabem que:

(a) A+ B+C =13

(b A< B<C

(¢c) AB#C# A
Consequentemente, sabem que A < 3,2 < B <5 e C é diferente de 11, 12 e 13.

Pela resposta de Bruno, Daniel e Joao Pedro sabem que A # 3 pois caso contrario
Bruno saberia que B =4 e C' = 6. Logo, A < 2.

Por outro lado, pela resposta de Daniel, Joao Pedro sabe que C' # 9 e C' # 10 pois
caso contrario Daniel saberia que A=1e B=3ouA=1e B=2.

Logo, Joao Pedro sabe que

e 1<AL2
e ('8
e 3 < B <5; note que B # 2, pois C' <8

Como Joao Pedro nao responde temos que

e B # 5 pois caso contrario Joao Pedro saberia que A=1e C =7
e B # 3 pois caso contrario Joao Pedro saberia que A =2e C =8
Portanto, B = 4. Note que tal nimero nao permite Joao Pedro saber quais os

nimeros das outras duas cartas pois existem as seguintes possibilidades: A = 2,
B=4e(C=7T0ouA=1, B=4e(C =8.

Critério de Correcao:

(i) Se o aluno descrever o sistema (a), (b), (c¢) - 1 ponto.

(ii) Se o aluno encontrar que A < 3,2 < B <5 e C é diferente de 11, 12 ¢ 13 - 2
pontos.

(iii) Se o aluno descobrir que A <2 - 2 pontos

(iv) Se o aluno descobrir C' < 8 - 2 pontos

(v) Se o alunos descobrir B # 2 - 1 ponto

(v) Se o aluno mostrar que B = 4 verificando que B # 3 e B # 5 - 2 pontos.

OBS: Qualquer solucao correta na qual o aluno faca uso de légica deve ser consi-
derada. Pedimos que a divisao da pontuacao seja feita de maneira similar ao dado
acima. Contamos com o bom senso dos professores.



2. E facil notar que os anos capicuas a serem considerados sao os de 2 e 3 algarismos
(isto pois se considerarmos anos capicuas de 4 algarismos a distancia minima serd
de 110, por exemplo nos anos 3113 e 3223). Sendo assim podemos dizer que:

A diferéncia minima de anos capicuas de 3 algarismos serd de 10 anos (como de 313
para 323), e no maximo acontecera 10 vezes seguindas (como de 707 ao 797);

A diferéncia entre anos capicuas de 2 algarismos mais proximos serda 11 (como de
55 para 66);

Ao passar de 2 a 3 algarismos ou de 3 a 4, poderemos encontrar anos capicuas com
diferéncia de 2 anos (como de 99 para 101 ou de 999 para 1001).

Considerando todas estas observacoes podemos conferir que existem 3 possibilidades
para o ano de nascimento do homem, sendo que todas elas producem a mesma edade
minima: 104 anos. As possibilidades de anos onde o homem pode ter nascido sao:
de 88 a 191, de 99 a 202 e de 898 a 1001.

Critério de Correcao:

(i) Se o aluno conseguiu notar que os anos a serem considerados sdo os de 2 e 3
algarismos entao devera ganhar 2 pontos.

(ii) Se o aluno faz um analise correta (como acima) dos anos capicuas, mas sem
chegar a uma resposta concreta, podera ganhar até 3 pontos.

(iii) Se o aluno d& a resposta correta sem justificar, ganhard sé 5 pontos



