III OLIMPIADA REGIONAL Nivel 111
DE MATEMATICA Ensino Médio
DE RIBEIRAO PRETO FASE DE SELECAO - 27 de setembro de 2008

e Cada questao da parte A vale 4 pontos e cada questao da parte B vale
10 pontos (total de pontos do nivel ITI-fase de selecao = 60 pontos).

e Caro Professor, guarde a prova dos seus alunos. Lembre-se que a Co-
missao Organizadora podera solicitar em qualquer momento a prova re-
solvida pelos alunos. Lembre-se também que o dia 13 de outubro é a data
limite para o envio do relatéorio da Fase de Selecao. O referido relatoério
permitira a Comissao Organizadora decidir a Nota de Corte para a Fase
Final. A publicagcao da Nota de Corte sera disponibilizado no dia 24 de
outubro no site oficial do evento http://dfm.ffclrp.usp.br/mat/olimpiada.
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1. Denotemos por:

7 o numero de dias de manha ensolarada e tarde chuvosa que José passou em
Petropolis;

y1 o numero de dias de manha chuvosa e tarde ensolarada que José passou em
Petropolis, e

x o numero de dias sem chuva que José passou em Petrépolis
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Segue dos dados do problema que

12=x14+2, e 13=y+=x.

Como x4+, = 15 entao, somando membro a membro as duas igualdades anteriores
teremos que 25 = 15 + 2z, isto é, = 5 (note-se que tudo isto é valido por que nao
houveram dias completamente chuvosos). Concluimos, entao, que o nimero de dias
sem chuva foi 5 e, portanto, José esteve em Petrépolis 20 dias (= 15 com chuva +
5 sem chuva).

Resposta: (A)

. Vamos aplicar o Principio da Casa dos Pombos. Considere uma casa com 365 quar-
tos numerados de 1 até 365. Distribua os empregados na casa de acordo com as suas
datas de nascimento: por exemplo, o empregado que faz aniversario no vigésimo-
sexto dia do ano é colocado no quarto de niimero 26, e assim sucessivamente. Como
hé 800 empregados e somente 365 quartos, dois ou mais empregados vao ter de
compartilhar o mesmo quarto. Isto significa que pelo menos dois empregados fazem
aniversario no mesmo dia. Portanto D é a alternativa correta.

Resposta: (D)

. Sejam a, b e ¢ as raizes do polinomio dado. Como o coeficiente de 23 é 1 (isto é, o
) bl
polinémio é moénico), podemos escrevé-lo na seguinte forma:

(z —a)(z —b)(x —c) =2° — (a+ b+ c)x® + (ab+ bc + ac)x — abe.
Comparando os dois polinomios, vemos que —(a + b+ ¢) = =7 e —abc = —1.
Portanto, a + b + ¢ + abc = 8.

Resposta: (C)
. O namero de graos colocados no tabuleiro é dado pela soma:

n=1+4+24+2-24+2-(2-2)+2-(2-2-2)+2-(2-2-2-2)+...+2-(2:2-2---2).

62 vezes
Portanton =1 +2+22 4+ 23 424 425 4 . 4263,
Como 21 =16 > 10 e 2 > 260 = (21)15 temos que:
203 > (21 =16 = 16-16---16 > 16-16---16 > 10 - 10--- 10 = 10'.

15 vezes 10 vezes 10 vezes

Logon=1+2+2%+23+2% 425+ . 4263 > 9263 5 960 5 1010,

Portanto D é a alternativa correta.

Resposta: (D)



5. Seguindo a dica, uma progressao aritmética de cinco termos é dada por
a,a+d,a+ 2d,a+ 3d,a + 4d,
logo desejamos encontrar a (o primeiro termo) e d (a diferenga) tal que

a+ (a+d)+ (a+2d)+ (a+3d) + (a+4d) =100 e
(a+2d)+ (a+3d) + (a+4d) = T[a + (a + d)],

isto é,
5a + 10d = 100 e 1la — 2d = 0.

Resolvendo o sistema de duas equagoes e duas incégnitas, obtemos que a = 5/3 e
b =55/6. A progressao é portanto

10 65 120 175 230

Resposta: (B)

6. Basta observar que para quaisquer x e y numeros reais

2 2 2 2
2 2 _ .2 2, Y Y ( y) 3y
'+ x =z 4+ — == = — > 0.
+ay+y taytyt+ - = () H o2
Logo, nao existem numeros reais x e y que resolvam a inequacao indicada no pro-
blema.

Resposta: (A)

7. Seja S =142+ ...+ n. Fazendo
S=142+...(n—1)+n, e

S=n+n-1)4+...24+1

— +1

temos que 25 = (n+ 1)+ (n+1) +...+ (n+ 1) e, portanto, S n(n2 )
+1

Logo,trago(A)—2—|—4+...+2n—2(1+2+...+n)——2><_n(n ) n? 4 n.

2
Resposta: (B)



8. Temos que
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= 25+ 2v/n.

Entao, podemos concluirquesek:\/%4—\/%—71—1-\/%—@/%—71

teremos que

k* =25+ 2y/n

de onde
k? — 25

2

)% (1)

n=(

Como procuramos o numero de valores para o inteiro n para os quais k é um nimero
inteiro, entao necessariamente k terd que ser um nimero impar maior o igual que 5

kE>5

Note que se k > 9 entdo (1) implicaria que n > %5 e, portanto, £ nao seria um
nimero real. Podemos, entao, concluir que os possiveis valores para k sao 5 e 7, o

que nos leva a duas solucgoes para n, a saber:

n =0 oun = 144.

Resposta: (B)



9.

10.

Temos que o numero de gémeos duplos é igual ao nimero de gémeos triplos que é
igual ao nimero de gémeos quadruplos, digamos z. Como a quantidade de gémeos
duplos é um muiltiplo de 2, a de gémeos triplos é um multiplo de 3 e a de gémeos
quadruplos é miltiplo de 4, temos que x é multiplo de 2, 3 e 4. Logo, x é multiplo
de 12, isto é, os possiveis valores de x sao: 12, 24, 36, 48, ---.

Chamando de y o numero de filhos que nao sao gémeos, temos que o total de filhos
¢ dado por 3z + y.

Como o total de gémeos duplos corresponde ao total de filhos menos 39, temos:
r=3r+y—39=y=39—2x.

Substituindo os possiveis valores de x na equacgao acima, é facil ver que qualquer
possivel x maior do que 12 nos da um valor negativo para y, o que nao ¢ permitido,
pois y > 0. Portanto, y = 39 — 2 x 12 = 15 e o total de filhos é 3 x 12 4 15 = 51.

Resposta: (B)

Daniel andou 45 — 30 = 15 metros a mais que Bruno e, no periodo de tempo que

Daniel demorou a percorrer esses 15 metros, o comboio andou 45 + 30 = 75 metros.
75

Portanto, no mesmo periodo de tempo, o comboio percorre 5= 5 vezes mais

metros de que cada um deles. Assim, enquanto Bruno andou 30 metros, o comboio
andou 30 x 5 = 150 metros. Como Bruno comegou a andar quando foi passado pela
frente do comboio, parou quando se cruzou com o fim do comboio e andou 30 metros
no sentido oposto, entao o comboio tem 150 + 30 = 180 metros de comprimento.

Resposta: (D)

GABARITO PARTE B

. Fatorando n®—n, obtemos que n®—n = n(n®>-1) = n(n—1)(n+1) = (n—1)n(n+1).

Portanto, n® — n é produto de trés niimeros inteiros consecutivos. Logo, um destes
nimeros tem que ser par e, portanto, multiplo de 2. Por outro lado, os multiplos
de 3 sao da forma 0,3,6,9,12,15,.... Assim, entre dois multiplos de 3 ha somente
dois nuimeros inteiros. Logo, uma seqiiéncia de trés nimeros consecutivos sempre
contém um multiplo de 3. Portanto, n® —n é multiplo de 2 e 3, e assim multiplo de
6.

Critério de Correcao:

O aluno s6 ganhara os 10 pontos se a argumentacao for completa. Argumentos do
tipo: “ como ¢é vélido para n = 0,1,2,3 entao é vélido para todo n”’nao devera
ser aceito nem pontuado. Se o aluno provar a afirmacao utilizando o Principio de



Indugao Finita, o professor deverd verificar cuidadosamente que o referido principio
foi bem empregado para dar os 10 pontos ao aluno. Cabera ao professor pontuar
e penalizar o aluno dependendo do avanco ou erro na utilizacao do principio de
indugao finita.

. (i) Consideramos a,b,c,z,z’',y e 3y de acordo com o desenho abaixo.

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que
a2:y/2—|—1‘2, B =24y, & :y2—|—:c’2 o & :x’2+y’2,
sendo que
r+ar =y+y =1

[ representa o comprimento do lado do quadrado. Consideramos, agora, as trés
equacgoes com tres incégnitas x, y e [,

2+ (1 —y)* =a
2 4o = b
v+ (I —x)* =

Assim,
Ay =P +v* —a* e 22x =P +b* -~

Logo, se elevamos ao quadrado e somamos estas duas expressoes obtemos a seguinte
equacao quadratica para [?

I — (@ 4+ )P+ [0 — )+ (1 — 2] /2 =0.

(ii) Se a = b = ¢, entdo o ponto P esta no centro do quadrado. Neste caso, a
equacio para [ apresenta as raizes: [2 = 2a® e [ = 0. Assim, neste caso | = ay/2

Critério de Correcao:



Se o aluno relaciona o comprimento dos segmentos utilizando o Teorema de Pitagoras
como indicado acima, entao ganhara 02 pontos. Se o aluno chega a montar o sistema
de trés equagoes com trés incognitas, como mostrado acima, entao ganhara mais 02
pontos. O aluno ganhara mais 03 pontos se conseguir eliminar as incégnitas para
finalmente chegar a equagao P(l) = 0, sendo P(l) um polinémio de grau 4 na variavel
[. Se o aluno resolver o item (ii) corretamente, ganhard mais 03 pontos.



