V OLIMPiADA REGIONAL Nivel 111
DE MATEMATICA Ensino Médio
DE RIBEIRAO PRETO FASE DE SELECAO - 15 a 17 de setembro de 2010

e Cada questao vale 1 ponto (total de pontos do nivel ITI-fase de selecao =
10 pontos).

e Caro Professor, guarde a prova e os rascunhos dos seus alunos. Lembre-
se que a Comissao Organizadora podera solicitar em qualquer momento a
prova resolvida pelos alunos. Lembre-se também que o dia 27 de setembro
é a data limite para o envio do relatério da Fase de Selecao. O referido
relatorio permitira a Comissao Organizadora decidir a Nota de Corte para
a Fase Final. A Nota de Corte sera disponibilizada no dia 30 de setembro
no site oficial do evento http://dfm.ffclrp.usp.br/mat/olimpiada.
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1. Observamos primeiramente que 8 x 50 = 400 e que 7 x 57 = 399. Ou seja, temos
50 multiplos de 8 e 57 muiltiplos de 7 que sao menores que o nimero 400. Porém,
como mmc{7,8} = 56, temos sete niimeros menores que 400 que sao miltiplos de 7
e 8 ao mesmo tempo. Como 50+ 57 —7 = 100, temos que 400 é o centésimo niimero
escrito .

Resposta: (D)



2. Como 4500 = 13 = 346 + % < 347, e desde que nao teremos postos nos extremos
da praia, 12 é o nimero minimo de postos necessarios, sendo que a distancia d =
346 + 3.

Resposta: ( A)

3. Suponhamos que a distancia percorrida na reta seja d Km e a distancia percorrida
na subida até chegar no topo do morro seja h Km. Se tempo=distancia/velocidade,
entao

d+h+h+d_6
43 6 4
ou seja, 3d + 4h + 2h + 3d = 6d + 6h = 72, portanto d + h = 12. Assim a distancia

total percorrida é 2(d 4+ h) = 24 Km.
Resposta: ( C)

4. Considere dois nimeros a e b naturais , distintos do zero. Pode-se provar que

a+b<ab+ 1.
De fato,
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Portanto, considerando-se o produto de um milhao de niimeros naturais igual a um
milhao, contendo a e b, substituindo-se a x b por (ab) x 1 obtém-se assim, outro
produto de um milhao de nimeros naturais igual a um milhao, porém com soma
maijor.

O processo acima pode ser repetido no maximo 999.999 vezes e, entao, o produto
de soma maior possivel ¢ 1.000.000 x 1 x ... x 1, cuja soma é 1.999.999.
999.999

Resposta: (D)

5. Pelo teorema de Pitdgoras, sabemos que a medida y deve satisfazer

(4 —y)* + (4,5)* = 5.



Assim, obtemos uma equacao de grau dois em ¥, a saber, y* — 8y + % = (. Pela
formula de Bhaskara, y = 4 — @. Ainda, como 4 < /19 < 5, segue —g < —@ <
—26%<y:4—@<2. Ou seja, y > 1, 5.

Resposta: (A)

6. Apresentamos duas maneiras de responder esta pergunta.
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Resposta 1: h = H + % + % Utilizando Pitagoras observamos que H = ‘/75
h=¥3 11,

, logo

Resposta 2: h = 20 + % + %, sendo ¢ = cosf -

cosf = \/73’ portanto h = %g + 1.
Resposta: (D)

Observamos que 6 = %, logo

D=



7. Dividimos o problema em dois casos:
lo. Caso: Vamos supor que a cor utilizada para pintar as bolinhas de ntimero 1 e
4 sao iguais. Para a bolinha de nimero 2 temos 3 possibilidades, dado que a cor
da bolinha de nimero 1 ja esta escolhida. Entretanto, como as cores das bolinhas
de niimero 2 e nuimero 4 sao diferentes, temos apenas 2 possibilidades de cores para
a bolinha de nimero 3. Para a bolinha de ntimero 5, temos 3 possibilidades, dado
que as bolinhas de niimero 1 e 4 tém a mesma cor. Logo, temos, nesta situacao,
4 x 3 x2x1x3=7T2possibilidades.
20. Caso: Vamos supor que a cor utilizada para pintar a bolinha de nimero 1 seja
diferente da cor utilizada para pintar a bolinha de niimero 4. Suponha ainda que a
cor utilizada para pintar a bolinha de niimero 2 seja igual a cor utilizada para pintar
a bolinha de niimero 4. Temos, entao, 3 possibilidades de cores para a bolinha de
nimero 3 e 2 possibilidades para a bolinha de ntimero 5. Logo, 4 x1x3x3x2 =72
possibilidades. Agora, se a cor utilizada para pintar a bolinha de nimero 4 for
diferente da cor utilizada para pintar a bolinha de nimero 2, como esta também
deve ser diferente da bolinha de nimero 1, temos 2 possibilidades de cores para a
bolinha de niimero 2. Também as bolinhas de nimero 3 e 5 tém 2 possibilidades de
cores, assim, neste caso, 4 X 2 X 2 x 3 X 2 = 96 possibilidades.
Portanto, Joao poderia pintar esta figura de 724 72+ 96 = 240 maneiras diferentes.

Resposta: (C)

8. Dispomos os homens na sequéncia R, S, T', U e V, onde inicialmente nao importa
quem ¢ identificado como R, quem como ¢ identificado com S, etc. Observamos que
com 5 casais, necessariamente todas as mulheres (denotadas pelas letras r, s, ¢, u,
v) estao sentadas trés lugares a direita do seu marido ou trés lugares a esquerda,
pois é impossivel que algumas fiquem trés lugares a direita e outras trés lugares a
esquerda. Sendo assim, sé temos duas possiveis maneiras de dispor os casais, as
quais mostramos abaixo.

Denotamos agora por A e a o senhor e a senhora Alves, respectivamente, B e b o
senhor e a senhora Barreira, e assim por diante. Ambos arranjos mostrados acima
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apresentam a mesma ordem entre os homens e entre as mulheres. Assim, se a senhora
e esta sentada a dois lugares da senhora b, entao o senhor E deve estar sentado dois
lugares a direita do senhor B. Adicionalmente, se o senhor E se encontra dois
lugares a esquerda do senhor C'; entao os dois arranjos possiveis sao

Porém, o arranjo (a) néo é possivel pois a senhora ¢ deve estar sentada a direita do
senhor A. Descartamos, portanto, o arranjo (a) e entao em (b) substituimos 7" por
A et por a o qual leva a subsequente substituicao de S por D e s por d. Assim, a
disposicao final é

Concluimos, portanto, que a senhora Evaristo estd sentada a esquerda do senhor
Alves.

Resposta: (B)

. Seja
f(O,n) =n+1, (1)
f(k70) :f(k_lvl)’ (”)
flk+1,n+1)= f(k, f(k+1,n)). (131)

Se utilizamos (7ii) duas vezes obtemos

f(2,2)=fA+1,14+1)=f>1,f1+1,1)=f(1, f(1+1,0+1))
= f(1, f(1, f(2,0))). (G1)



10.

Utilizando (ii) e (iii),
f(2,0) = f(1,1) = £(0, f(1,0)). (G2)
Aplicando (ii) e (i) resulta
f(1,0)=f(0,1)=1+1=2. (G3)

Das equagoes (G2) e (G3), f(2,0) = f(0,2), e de (i), f(0,2) =2+ 1 = 3. Assim,

f(2,0)=f(1,1) =3. (G4)
Observamos que de (G1) e (Gy),
f(2,2) = f(1, f(1,3)). (Gs)

E simples ver que para calcular f(1,3) (utilizando (iii) e (7)), primeiro devemos
obter f(1,2), para o qual precisamos de f(1,1). Generalizamos estes passos da
seguinte maneira,

F(L,m) = fO+1,(m—1)+1) = £(0, f(1,m — 1)) = f(1,m — 1) + 1.

Ja temos f(1,1) = 3, portanto f(1,2) =4, f(1,3) =5e f(1,4) = 6; logo (G5) pode
ser escrita, utilizando mais uma vez (iii) e (i), como

f(272):f<17f(17 )):f<175):f(0+174+1):f<07f(174))
Zf(0,6)27.

Assim, a resposta é 7 .
Resposta: (E)

Observamos primeiro que qualquer subconjunto (nao vazio) do conjunto dos inteiros
C=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} fornece um destes nimeros. Por exemplo, o subconjunto
{1,5,7,9} fornece o inteiro 1579. Agora, um conjunto com n elementos apresenta
2™ subconjuntos (incluindo o conjunto vazio). Na pergunta temos n = 9, assim, a
resposta é 2 — 1 = 511, pois devemos excluir o conjunto vazio.

Resposta: (A)



